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Abstrak

Model Navier Stokes Kortewege merupakan model yang mendeskripsikan aliran fluida
termampatkan dengan mempertimbangkan konstanta kapilaritas (k) yang dikenal sebagai
konstanta kapiler. Adapun penelitian ini bertujuan untuk membuktikan keberadaan operator
solusi sistem persamaan resolvent model Navier Stokes Kortewege dengan syarat batas slip

2
di half-space berdimensi 3 (R%) khususnya pada kasus koefisien (“2—:’) —§< 0 dan

+ 1 . . .
(%) —=>0, k # pv. Dalam mencari operator solusi sistem persamaan resolvent

tersebut dilakukan beberapa langkah, seperti melakukan reduksi terhadap sistem persamaan
resolvent tak homogen, kemudian dilakukan transformasi Fourier parsial terhadap sistem
persamaan resolvent homogen untuk memperoleh persamaan diferensial biasa yang lebih
sederhana. Sehingga, diperoleh operator solusi (p,u) = (A (1) F,F2, BL(A)F,F?).

Kata Kunci: Navier Stokes Korteweg; Sistem persamaan resolvent; Operator solusi;
Transformasi Fourier parsial

Abstract

The Navier Stokes Korteweg model is a model that describes compressible fluid flow by
considering the stress tensor with a capillarity constant (x) known as the capillary constant.
This research aims to prove the existence of solution operators for the resolvent equation
system of a Navier Stokes Kortewege model with slip boundary conditions in 3 dimensional
2 2
- 3 ifi i i pv\t 1 BHUNT
half-space (R3), specifically in the coefficient cases where ( ™ ) =< 0 and ( o )

%> 0, k¥ # uv. In searching to find solution operator several steps are taken, such as

reducing the system of inhomogeneous resolvent equations, then the partial Fourier
transform is performed on the system of homogeneous resolvent equations to obtain a
simpler ordinary differential equation. So that, the solution operator is obtained (p,u) =
(AY(N)F,F?, BY () F,F?).

Keywords: Navier Stokes Korteweg; The system of resolvent equations; Solution operator;
Partial Fourier transform.

Pendahuluan

Fluida mencakup zat cair dan gas yang akan terus menerus berubah bentuk (deformasi)
sehingga sifatnya tidak permanen. Berdasarkan kerapatannya menurut (Fox dkk., 2011) fluida

dibagi menjadi dua, yaitu fluid termampatkan (compressible fluid) dan fluida tak termampatkan
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(incompressible fluid). Fluida termampatkan merupakan fluida yang kerapatannya berubah-
ubah, sehingga jika menerima tekanan kerapatannya akan meningkat, dan akan menurun jika
mengalami panambahan luas penampang (ekspansi), contohnya berupa zat gas. Sedangkan
fluida tak termampatkan merupakan fluida yang mengalami perubahan kerapatan yang sangat
kecil apabila menerima tekanan sehingga dapat diabaikan (kerapatan tidak berubah), contohnya
berupa zat cair.

Model Navier Stokes Korteweg merupakan pengembangan dari model Navier-Stokes,
secara umum model ini digunakan untuk menggambarkan efek kapilaritas fluida termampatkan,
dengan mempertimbangkan konstanta kapilaritas (k) yang dikenal sebagai konstanta kapiler.

Penelitian terkait penyelesaian model Navier Stokes Korteweg telah disempurnakan
dalam berbagai skenario oleh beberapa peneliti, diantaranya penelitian oleh (Liu dkk., 2015)
yang menganalisis efek kapilaritas fluida dan mempelajari fase transisi dari zat gas ke zat cair
pada model Navier Stokes Korteweg. Berikutnya, penelitian oleh (Danchin & Desjardins, 2001)
membuktikan keberadaan dan keunikan hasil smooth solution yang sesuai untuk model isotermal
fluida termampatkan kapiler yang dapat digunakan sebagai fase model transisi. Sejalan dengan
itu, penelitian oleh (H. Hattori & Li, 1994) membuktikan terkait adanya solusi tunggal kuat
dengan data awal yang membutuhkan regularity lebih tinggi dibandingkan Danchin dan
Desjardins, sistem ini adalah versi isotermal yang disederhanakan, penelitian juga dilakukan oleh
(H. H. H. Hattori & Li, 1996) untuk membuktikan keberadaan solusi global untuk sistem Navier
stokes Korteweg berdimensi tinggi ketika ditetapkan data awal kecil.

Pembuktian keberadaan solusi lemah global (global weak solution) dilakukan (Haspot,
2009) untuk model isotermal umum cairan kapiler yang dapat digunakan sebagai fase model
transisi, Haspot juga meningkatkan hasil Danchin dan Desjardins dengan menunjukkan
keberadaan solusi lemah global (global weak solution) dalam dimensi satu untuk jenis koefisien
kapiler tertentu, dengan data awal yang besar dalam ruang energi. Berikutnya, penelitian oleh
(Kotschote, 2008) berusaha membuktikan keberadaan dan keunikan solusi kuat lokal (strong
local solution) untuk model isotermal fluida termampatkan kapiler.

Penelitian juga dilakukan oleh (Suma’inna, 2018) untuk membuktikan keberadaan R-
bounded operator solusi persamaan pelat termoelastik dengan syarat batas Dirichlet pada domain
Q. Kemudian, penelitian dilakukan kembali oleh (Inna & Saito, 2023) untuk membuktikan

bahwa solusi kuat lokal (local strong solution) dapat ditemukan dalam kerangka L, terhadap
waktu dan L, terhadap ruang, dengan p € (1, %) dan q € (N, o) dengan mempertimbangkan

tingkat regularitas tambahan dari densitas awal, yang bergantung pada tingkat regularitas
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maksimal sistem linier. Serta penelitian oleh (Saito, 2019) yang membuktikan adanya keluarga

operator solusi terbatas—2R dari model Navier Stokes Korteweg dengan syarat batasn-Vp = g
dan u = 0 di half-space (RY).
Untuk sebarang koefisien u, v dan k, terdapat lima kondisi akar persamaan karakterikstik

yang dianalisis dalam menyelesaikan model Navier Stokes Korteweg yaitu:
2
Kasus I: (”—W) ~i<o0;
2K K

2
Kasus I1: (”2—":7) —%> 0, K # uv;

2
Kasus I11: (”—W) —%> 0, Kk = uv;

K

2

Kasus IV: (% - % =0, Kk # uv;
2

Kasus V: (”—:’) —==0, kK = uv.

Selanjutnya, penelitian kembali dilakukan oleh (Inna dkk., 2020) untuk membahas model
persamaan fluida termampatkan Navier Stokes Korteweg dengan syarat batas slip di half-space
(RY) untuk kasus koefisien (1) dan (11). Selain itu, (Inna dkk., 2023) juga membahas model
tersebut untuk kasus koefisien (111), kemudian (Inna) menganalisa lebih lanjut keberadaan
estimasi operator solusi (R-bounded) pada model yang sama untuk keseluruhan kasus koefisien.
Pada penelitian ini penulis tertarik untuk menganalisis model pada domain terbatas di half-space
berdimensi 3 (R3) untuk kasus koefisien (1) dan (Il), sehingga persamaan resolvent pada

penelitian ini dapat dinyatakan sebagai berikut,
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:
Ap +< ;zliuj>=d di R3
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xj xj
92 2 2 2 92
Auz .“< ?=1ax z>u3 EN ?:18 Uj _K.a_x3< ?:13 .2>P fz diRy
]
X2 > 1)
0y (%
9|, = 3
0 ox, |P =9 pada Ry
x5
2 2
o 1+a_x1u3=h1 pada R3
d 2
et U = h, pada R}
Uz = hy pada R} )

dengan

R} = {x = (xq,x,,%3) € R®|x3 > 0},

R3 = {x = (x1,x2,%3) € R®|x3 > 0},
di mana A merupakan parameter resolvent yang terdapat pada C, = {z € C|R, > 0}, dengan C
adalah himpunan bilangan kompleks. p = p(x) dan u = u(x) = (uy (%), uy(x), uy (x))'
merupakan fungsi yang tidak diketahui, dengan masing-masing merupakan massa jenis yang
bernilai skalar dan kecepatan fluida yang bernilai vektor dan bergantung pada variabel x =

(x1, x5, x3). Koefisien u dan v digunakan untuk menyatakan konstanta viskositas, sedangkan x

menyatakan konstanta kapilaritas. Selanjutnya (0,0, —1)' -(%,%,%)zg, %u1+
1 2 3 3,

0
axl

us = hy, ai}%u2 + aixzu3 = h, dan u; = h; merupakan syarat batas slip, dengan (0,0, —1)'

adalah vektor satuan ke arah luar terhadap R3.

Metode Penelitian

Terlebih dahulu, akan diperkenalkan beberapa notasi khusus yang digunakan dalam
penelitian ini untuk menyatakan hasil utama. Misalkan N adalah himpunan semua bilangan asli
dan N, = N U {0}, serta C dan R masing-masing menyatakan himpunan bilangan kompleks dan
himpunan bilangan real. Misalkan pula untuk sebarang domain € R3, definisi ruang Lebesgue

dan ruang Sobolev dapat dinotasikan sebagai L, () dan W, (), denganm € N dan g € [1, ).

Kemudian, norma dari ruang Sobolev W;* () dimana n € N, dinotasikan sebagai [|-lwz (a)-
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Misalkan X dan Y adalah ruang Banach, maka X¢, dengand € N merupakan perkalian

ruang sebanyak d, di mana X% = {x; = (xy, ..., x4)|x; € X}. Selanjutnya, panjang vektor ruang
X4 dinotasikan sebagai |||l ;. Himpunan operator linier yang memetakan X ke Y dinotasikan
sebagai £L(X,Y), dan notasi L(X, X) dapat ditulis sebagai £(X). Kemudian, untuk domain U <
C,Hol(U, L(X,Y)) merupakan himpunan fungsi holomorfik yang memetakan U ke L(X,Y).
Selanjutnya, jikaa = (a4, a,,a3)" dan b = (by, b,, b3)" adalah vektor berdimensi 3, maka
a-b=3Y3_,ab;.

Dalam mencari operator solusi sistem persamaan (1) terlebih dahulu dapat diselesaikan

dengan menggunakan pendekatan solusi ketika di R3,di mana sistem persamaan di R dapat

dinyatakan sebagai berikut,

.
Ap +< 3 iuj>=d di R?
xj

9 92 .
. St (st an
%j %j
92 9 9 ? 92 .
Auy — M( 13'=1F>u2 - Ug(Z?ﬂa_uj) - Ka_x2<2?=16_2>p =f, diR®
% % %

? 2 .
—Ka—< §=1$>P =f; diR®

g (2)

J
dengan R3 = {x|x = (x;, x5, x3)}.
Misalkan ruang untuk fungsi pada ruas kanan sistem persamaan (2) di R3, F! = (d, f1, f2, f3),
didefinisikan sebagai berikut,

XL(R®) = WE(R®) x Ly (R®) X L, (R®) x L, (R?)
kemudian, F;F* dan X7 (R®) didefinisikan sebagai berikut,

)

0xq . f1

d|, 22, | fo| | € X,(RY)
2 )

(R = LR
N= (N+1D)+N=@B+1)+3=7.
Dengan merujuk pada penelitian yang dilakukan (Saito, 2019), maka dapat dibuktikan teorema
berikut,

FyF?

Teorema 1 Misalkan g € (1, ) dan § > 0 dan himpunan. Asumsikan bahwa y, v, dan x adalah

konstanta positif, maka untuk setiap A € C.. terdapat operator A°(21) dan B°(4) dengan,

A°(1) € Hol <C+,L (35}1 (R3), W (R3))),
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B°(2) € Hol (C,, £(X4(R), W2 (R®)?)).
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Sehingga, untuk setiap F* = (d, f1, f», f3) € X3(R®) diperoleh operator solusi dari persamaan (2)
yaitu (p,u) = (A°(AD)F,FL, BO(D)F,FL).

Selanjutnya sistem persamaan (1) akan diselesaikan di R3 yang dilakukan dalam beberapa
langkah, seperti melakukan reduksi terhadap sistem persamaan resolvent tak homogen (1) dengan
pendekatan sistem (2) di R® menjadi sistem persamaan resolvent homogen , kemudian dilakukan
transformasi Fourier parsial terhadap sistem persamaan resolvent homogen untuk memperoleh

persamaan diferensial biasa yang lebih sederhana yang akan dibahas pada bagian selanjutnya.

Hasil dan Pembahasan
Pada bagian ini, akan dibahas proses pembuktian eksistensi operator solusi dari sistem

persamaan (1). Misalkan ruang untuk fungsi pada ruas kanan sistem persamaan (1) di R3, F? =
(d, f1, f2, f3, 9, h1, hy, h3) € X3 (R3), didefinisikan sebagai berikut,

X2(R3) = W (RY) x L, (RI)? x W2(RY) x W (RI)? x W2(R3)
kemudian, F;F? dan 3€§, (R?) didefinisikan sebagal berikut,

oo arie
axl 6x1 6x16x2 g 6x16x3 g [ ax:l g“
a2 a 19
2 g ,12 ,

;-2
:F')_FZ — 6x16x2 szg 6x26x3g ’ A ang ’Ag ’
\ 2 a2 /11 )
2_
6X3 laxlax3 axzaxgg ax329 J 9xs
R [é] 0
O 0, 0y 1 9x,2 3 9xy0x, 3 9x,0x3 3
dx; L ax, 1 6x3 1 [Azh, d 82 B F)
ih ih _h Alh ’ axlaxz 3 axzz 3 ax28x3 3 ’
6x126x226x2 L \a F) azh
0x10x3 3 0x,0x3 3 6x32 3J
1
= 0
;-2
A ax1h3
>0 2(p3
){Za_JCZhg ,/1h3 E%q(R+)
1
= 0
;-2
l){ 0x3 th

XZ(R?) = LR
Ny= (N+1D+N+WN?*+N+1D)+WN-DN+N-1D+(N*+N+1)
= GB+D+3+B*+3+1D)+B-1)3+@B-1D+B*+3+1) =41
selain itu, misalkan ruang untuk solusi sistem persamaan (1) didefinisikan sebagai berikut
UGRI) = LRI 4341, BY(RY) = Lo (R)* 2.

Tujuan utama dari penelitian ini adalah membuktikan eksistensi operator solusi sistem
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persamaan (1). Dengan kata lain akan dibuktikan teorema berikut,
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Teorema 2 Misalkan g € (1, ) dan § > 0. Asumsikan bahwa u,v, dan k adalah konstanta

positif. Kemudian, untuk setiap A € C.. terdapat operator A(1) dan B(A) dengan,
AY(A) € Hol (C+,L (%é(Ri), W2 (RS )),

B () € Hol (C,, L(X2(RY), %2(111)3)).
Sehingga, untuk setiap F* = (d, f1, f2, f3, g, hu, h, hs) € XZ(R?), diperoleh operator solusi dari
persamaan (1) yaitu (p, u) = (A1) F,F?, BL(1)F,F?).
Selanjutnya, terdapat beberapa tahapan dalam membuktikan Teorema 2. Pertama, dengan
mereduksi sistem persamaan tak homogen (1) menjadi sistem persamaan homogen di R3, dan

selanjutnya adalah menyelesaikan sistem persamaan homogen tersebut di R3.

Reduksi Sistem
Misalkan u; = k; (j = 1,2) dan us = k3 + hs, dengan k = (ky, k», k3)", maka diperoleh

- 1
Ap + <z§=161kj> =d diR3
xj

9 9 92 = .
Zaihy) - (S )= iy
3 02 *  p3
j=1?>P =f, diRy

a2 3} d d 92 = ,
Ak3—#< ?=1F>k3—v_ Z?=1a_kj>_“?a_< ?=1F>P:f3 di Ry
Xj Xj X

j j
Xa g (3)
0 axl
2
(O)- s |P=9 pada R}
9xs
2k + 2k, =h da R3
o, 1T o 3= paaa ky
3 P -
6_x3k2 + a_xzk3 = hz pada R%
ks =0 pada R3.
dengan
~ 9 ~ o 0 ~ a 0
d=d=5-hs fi= fi—(—vomgmhs). fo = fo = (—v5m 5z hs),

Fom e ahs —u( 33,2 hs —v-L5hs ), Ry = hy — -2 hy dan by = hy — 2k
3= /3 3—HU j=1asz 3 Vasz 3 )M =M =5 N 2 = M2 =5~ s
Berikutnya, reduksi sistem persamaan (3) menggunakan ekstensi genap dan ekstensi nol

untuk membentuk sistem persamaan homogen (d, f1, f>, f3) = (0,0,0,0). Untuk suatu fungsi f =
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f(x1,x5,x3) dengan (x;,x,,x3) € R3, misalkan E¢ adalah operator ekstensi genap (even
extension) dan E° adalah operator ekstensi nol (zero extension) yang didefinisikan sebagai
berikut,

Ef =Ef(nmxy) = {20

U ey 0, —x3), (63 <0).

f(xl'x21x3); (X3 > 0),
_f(xllXZI —X3), (xg < 0)

Selanjutnya, operator ekstensi dari fungsi vektor f = (f;, f>, f5)" didefinisikan sebagai
Ef = (E¢f,, E¢f,, E°f;)T di R3 4)
perhatikan bahwa, E¢ € L(W(R3), W (R®)) dan E € £L(L,(R3)3, L, (R%)3).

Eof = Eof(xl,xz,x3) = {

Misalkan A°(1)F;F* dan B°(1)F,;F* adalah operator solusi yang terdapat dalam Teorema
2 di R® dan (d, f1, f>, f3) merupakan fungsi pada sistem persamaan (3) yang terdapat di ruang
Wl(R )X L (R )3. Kemudian, definisikan operator H dan K sebagai berikut,
H = A°(VDF,(Eed, E°f,, E¢f5, E°f;), K= BY(W)Fy(E®d, E¢f1, E°f5, E°f3) (5)
BIWF(Ed, E°f1, E°f, E°f3),
dengan BY(D)F,(E°d, E¢fy, E¢f5, E°f5) = | Bi(DF(E°d, E°fy, E¢f5, E°F3),
Bi(WFy(Ed, Ef1, E 2, E°f3)
lalu, definisikan operator P = P(xq, x5, x3) dan Q = Q(x4, x5, x3) sebagai berikut,
P = H(xy, x5, —x3), Q= (Ki(xq, %3, —x3), K5 (X1, %2, —X3), —=K3(x1, X5, —x3))’ (6)
sehingga, K; dan @, merupakan komponen sebanyak J dari fungsi K dan Q dengan ] = 1,2,3.
Akibatnya,

Q3(x1, X2, x3) = —K3(x1, x5, —x3). (7
Berikutnya, subtitusi operator H dan K pada persamaan (5) ke sistem persamaan (3),

sehingga pada baris pertama diperoleh

(AP+< Jj= 1,3a )) (%1, %2, x3)
(AH+< A 16‘3 )) (1, X2, —x3)

= (Eed)(xl, xz, _x3)
= (Eed)(xl, xz, x3)
pada baris kedua diperoleh

(AQ1_ #( ?:1%)01‘”%( J=15_ Q]> : ( ?1aazz> )(xl,xz,x3)
j
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92 d a d 92
= </1K1 - #( ]3=1_a z) K — U_ax1< ?:13_I(j> - Ka_x1< ?:1_3 2>H> (1, %2, —3)
x]- Xj xj-

= (E¢f1) (x1, x2, —x3)
= (Eefl)(xl,xz,x3)
dengan menggunakan cara yang sama pada baris ketiga diperoleh
(Eefz)(xp X, —X3) = (Eefz)(xp X2, X3)
pada baris keempat diperoleh

_ 3 0\ _ 0 (v3 3, \_ 0 [y3 9

92 ? ? d 92

= (ﬂKs - M( ?=1a—z> Ks — va< 13‘=1a—jKj) - Ka( ?=1a_z> H) (1, 2, —x3)
% %

= —(E°f3) (xy, X2, —3)

= (Eoﬁ)(xpxz» X3).

Dengan demikian, P dan Q juga merupakan operator solusi di R3. Maka, berdasarkan
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ketunggalan solusi di R diperoleh

Q1 (x4, x2,x3) = K1 (x4, X2, X3)
Q2(xq, x2,x3) = K(xq, X2, %3) ¢ (8)
Q3(x1,x2,x3) = K3(x1,x2,x3)

Akibatnya, berdasarkan persamaan (7) dan (8) diperoleh K;(xq,x5,x3) = —K3(xq, x5, x3).
Sehingga ketika x; = 0, maka K5(x4, x5,0) = —K5(x4, x5, 0) jika dan hanya jika K5 (x4, x5, 0) =
0.

Berikutnya, misalkan p = H + p dan k = (K; + kq, K, + k3, K5 + k5) = K+ k, dengan
H,K adalah solusi operator di R? yang didefinisikan pada persamaan (5), sehingga diperoleh

sistem persamaan homogen sebagai berikut,
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~ 3 77 . 3 \

- 2\ 9 3 7 9 2\ « :
Akz —p <Z§=1_2> ks —v5—|Li=135— 1) - KT<Z?=1F>P =0 airy( O
% %

oy, 9%xs X3
5P =4 pada R}
61&121 +"ky=hy pada R}
2 ky+ kg =hy pada R}
ks =0 pada R} J

dengan

§= g+ AWF(E B, o BOF5),
Ry = hy == hy — = (B (F(E°Q, B fy, Efo EVFS)) —
A e o
5 L _ .
a_xl(B3(A)TA(Eed;Eef1'Eef2!E0f3))3’
Rz = hy — s hy — = (B,()FA(E°d, E°Fy, Efo, EOF) ) —
2 2 %, 3 %5 2 A ) 1 2 3 2
5 L _ .
a—xz(‘B3(A)TA(Eed;Eef1lEef2rE0f3))3'
Untuk menyelesaikan pembuktian Teorema 2 cukup dengan menyelesaikan sistem persamaan
homogen (9) yang akan dibahas pada bagian berikut.

Penyelesaian Sistem Persamaan Homogen di R3

Secara sederhana, sistem persamaan homogen (9) dapat ditulis sebagai
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Ap + (zizlaik,> =0 di R3

xy
_ 3 02\ 9 (y3 0, )_ 0 (y3 0%\ _ . n3
lkl ” <Z]=1 ax]2> k1 v ax1 (2]=1 ax] k]> K‘ax:l <Z]=1 ax12> p _ 0 dl R_+_
3 90 ), 0 (g3 9, \_ .9 (y3 0\ _ : R3
u <Z]=1 ax]2> k, —v ox, (Z]=1 ox) k]) Kaxz < J=1 3x12> p=0 di R

9? d d 7] 9? . >
2k — p <Z?=1@> ks - v—(zi’:@k]) — ko (2%;]2) p=0 airy( {0

N

6x3 X3
o 3
P =9 pada Ry
9 A 3
ax3, ky + 0x1 ky; =hy pada Ry
Ekz X k3 = h’l pada Rg
ks =0 pada R3 J

Untuk fungsi di ruas kanan pada sistem persamaan (10), misalkan G = (g, hy, h,), maka
didefinisikan ruang G sebagai berikut,

X2(R3) = W2 (RY) x W (RY) x WA (RY)
kemudian, G, G dan XZ(R3) didefinisikan sebagai berikut,

62 3} 3}
2 g 0x10x, g 6x16x3 g h h
62 g gl 2 29,19 6X1 v 6x 1’6x [/’lzhl
2 ) )
\ax1ax2 ax;zx x hz’ hz, Azhz
l6x16x3 6x26x3 g 6x32 9 J
X2(R3)
XZ(R3) = L,y(R3)Ns

Ny =W?4+N+1D)+(N-1WN+1)=3?*+3+1)+@B-1)3+1)=21.

Selanjutnya, akan digunakan teorema berikut ini untuk melengkapi pembuktian Teorema 2.
Teorema 3 Misalkan q € (1,) dan asumsikan bahwa u,v, dan x adalah konstanta positif.

Kemudian, untuk setiap A € C.. terdapat operator A2 () dan B2(A) dengan,

A2(1) € Hol (c+, (XZ(R ), W2 RS )))

B2(2) € Hol (C,, £(XZ(R), W2 (R3)?)).
Sehingga, untuk setiap G = (g, hy, h,) € X5(R3) diperoleh operator solusi dari persamaan (10)
yaitu (p,K) = (A%(1) GG, B2(V)G,6).

Pembuktian
Terlebih dahulu akan diperkenalkan definisi transformasi Fourier parsial. Diberikan fungsi p

yang terdefinisi pada R3, maka transformasi Fourier parsial dari p = p(x4, x,, x3) didefinisikan
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sebagai

p = p(x3) = p(&1, &2 x3) = Flpl(§1, &2, x3) = [ [ e 0 Caddp(xy, x5, x3) dixy dx,

dan invers transformasi Fourier parsial dari p didefinisikan sebagai

FeplpEn 0, x)l(u,x0) = s fy fp €0 @8p(81, 65, x5) A dé,.

Misalkan ¢ = <2?=1aik1>, kemudian dengan melakukan transformasi Fourier parsial
Xy

terhadap sistem persamaan (10) diperoleh

Ap+p=0 x3>0, (11)
Py (%— 62 + &%) Ry — vie - mfl( ~la?+&%)p=0x3>0,  (12)
Ak, — (ai 7 — |§12 + 522|) —vi&,@ — Kié, ( |€1 + & |) =0,x3 >0, (13)
My = (G = 167 + &) ks —vom b — ko (G - 67 + &) A =00 >0 (14)

dengan syarat batas sebagai berikut
5P (0) = 3 (0) (15)
5o k1 (0) + i81%5(0) = Ay (0) (16)
5r K2(0) + i£2R3(0) = Ry (0) (17)
ks(0) =0 (18)

di mana

¢ =i& Ry +i&, Ry + 65’73123 (19)

persamaan (11) dapat ditulis sebagai

p=-= (20)

Selanjutnya, subtitusi persamaan (20) ke persamaan (12), (13), (14) dan (15) sehingga diperoleh

Azkl—m(a‘fr|612+522|)1€1—i51<zv— =- 16+ |)> =0,x3>0 (21)

~ 2 ~ 2
2y = (3= = 167 + &7 ke - i <Av — k(5= 6+ 522|)> $=0x3>0 (22)

~ 2 ~ 2
Nky — Au (%32 — |€12 + 522|) ks — &(Av — K;(alz

= @(0) = 2(0). @)

Dengan mengalikan persamaan (21) dan (22) terhadap ié; dan i&,, serta menurunkan sekali

- |<>Z12 + 8(22|)>¢ =0,x3>0 (23)
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persamaan (23) terhadap x5 dan menyederhanakan hasilnya, berdasarkan persamaan (19)

diperoleh

26— 20+ ) (3 e + &) o + (- 62+ &%) 9= 0% >0 (29)

Kemudian, definisikan sebuah polinomial P,(t) sebagai berikut,
2
P = 22 = A+ 0)(? - [6° + &°]) + k(e - [6° + &) (26)
dengan demikian, dari persamaan (25) diperoleh persamaan diferensial biasa sebagai berikut,

P, (aixs) @ =0,x5>0. (27)

Misalkan w? = |&,% + &7 +§ akibatnya w, = \/|€12 + &7 +§. Kemudian, substitusi <

ke persamaan (21), (22) dan (23) sehingga diperoleh

2 (s — w0 ) Ry + 6y (Av ~x (- 6 + ffl))@ =0,x3>0 (28)
2 (s —wf ) o + 18 (Av — k(5= - & +522|)><ﬁ = 0,3 >0 (29)
/1” (6222 2) 1’53 + 6673(/117 — ( |§'1 + 52 |)> =0, X3 > 0. (30)

Lakukan perkalian terhadap persamaan (28), (29) dan (30) dengan P, ( ) sehingga diperoleh
persamaan diferensial biasa sebagai berikut,
62
(W w?) P (5= )k, 0,x;>0  untuk (J = 1,2,3). (31)
Berikutnya, akan dicari akar-akar karakteristik dari persamaan (27) dan (31). Berdasarkan sifat

distributif, polinomial pada persamaan (26) dapat ditulis sebagai berikut
_ 1 p+v [(t2-]E2+87| 282 +&,7| 2
P(t) = KA? <; — (T) ( Py ) + ( p > (32)

misalkan r = (%) maka persamaan (32) dapat disederhanakan menjadi

Pp(t) =:kA?p(r) (33)
kemudian, misalkan y, v dan x adalah konstanta positif. Definisikan p(r) sebagai berikut,

p(r) =r?—EZr 4~

sehingga diperoleh akar dari p(r) yaitu

ry =

{#21” Jn. =20

P24 ifInl, (< 0)

2
dengani =+v—1dann = (”Z—J:’) - i,n # 0. Atau dapat ditulis sebagai r;,(n = 1,2,3,4) dengan
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=S
£ =;+\/ﬁ

T‘2=%—\/ﬁ

untuk n = 0, dan

utv .

r3 ==—+iyInl
ptv

A =;—l\/|77|

untuk n < 0.
2_|g1]?
Perhatikan 7, = (#) dengan (n = 1,2,3,4), selanjutnya diperoleh akar dari P;(t) pada

persamaan (33) sebagai berikut

t = i\/|€12+§22| +ATn

sehingga diperoleh

tyy, = _\/|§12 + &2 + An, dan ¢y, = \/|€12 + &%+,

dengan demikian, t,,(n = 1,2,3,4) adalah akar karakteristik dari persamaan (27) dan (31).
Kemudian diperoleh akar karakteristik yang lain dari persamaan (31) yaitu

tl = _WA dan tz :’Mfl

dengan w, = \/|512 + &% + % Maka, t,,(n = 1,2,3,4) dan t, adalah akar-akar karakteristik

dari persamaan (31).
Dengan demikian, pada kasus n < 0, t,,(n = 3,4) merupakan akar karakteristik dari persamaan
(27) dan (31) di mana

th = \/lflz +522| +AT‘n,n = 3,4‘

serta t, merupakan akar karakteristik yang lain dari persamaan (31) di mana

2
t, = wy :\/lflz +622| +;.
Kemudian, Pada kasus n > 0, t,,(n = 1,2) merupakan akar karakteristik persamaan (27) dan
(31) di mana

t2n = \/lflz +622| +/1Tn,n = 1,2

serta t, merupakan akar karakteristik yang lain dari persamaan (31) di mana

2
tzzw/l:\/|€12+fzz|+;.
Pada kedua kasus tersebut diperoleh bentuk akar Karateristik yang sama, sehingga dapat
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diselesaikan secara sekaligus. Dengan demikian, diperoleh solusi umum dari persamaan (27) dan
(31) sebagai berikut,

P = oe %3 4 geTt22¥3 (34)
= e 4 et e et e, =02
%5 k] = wy(—a; + B +v))e M3 — 1 freTta¥s — tyyeTtee¥s, =123 (36)

Berikutnya, akan dicari nilai koefisien dari solusi umum persamaan karakteristik (34) dan (35).
Terlebih dahulu, subtitusi persamaan (35) ke persamaan (19) sehingga diperoleh
o=1i§ ' —t;1f5 T=I§"Y —tyys (37)
i a' =5 B =il Yy —waz +wyfs +wyyz =0 (38)
dengan i¢' - a’ = ¥3_, i§;a; untuk a € {a’, B',y'}.
Berdasarkan asumsi bahwa k # pv, selanjutnya subtitusi persamaan (34) dan (35) ke persamaan
(28), (29) dan (30) sehingga diperoleh

Aﬂﬁl(t221 - ’Waz) +i&(E B —t213) (/117 - K(t212 - |512 + fzzl)

Aﬂh(t%z - ’W)Lz) +i& "y — tyoy3) (/117 - K(tzzz - |€12 + fzzl))
st — wd) +i&GE - B — t13) (W — x(t22? — [62° + &7))) = 0
)lli)/z(tgz - ’W/‘LZ) +i&3E -y — tay3) (/117 - K(tzzz - |512 + SZZZD)

/1#,33(’5221 - ’WAZ) — t51 (i - B’ — t213) (/177 - K(t212 - |€12 + fzzl)

/1#)’3(’5%2 - ’W)Lz) — (i€ -y — ta2V3) (/117 - K(tzz |'f12 + fzzD

akibatnya,
i§;
(t3 —w}) (ﬁj — ﬁ3> =1,2

i§; .
(- wf) (v +2vs) =0, j=12
karena t,; # w; dan t,; # w;, maka diperoleh koefisien §; dan y; sebagai berikut
i i§; .
Bi=—t B vi=—r s j =12 (39)
Selanjutnya, lakukan perkalian terhadap koefisien f; dan y; dengan i&;, diperoleh

|62+&2 +$22|

oy , €2+$2
g pr =il ey Sl (40)
akibatnya,
o1 o t3,-& 2 +&° et t3,-]& 2487
&' B —ty1Ps :—(%)33, iy —tzzysz—<%>ys- (41)

Untuk memperoleh koefisien a3, subtitusi persamaan (35) ke syarat batas (18), diperoleh
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az; =0. (42)
Lalu, untuk memperoleh koefisien a;, terlebih dahulu subtitusi persamaan (36) ke syarat batas

(16) dan (17), diperoleh

—wyaj + (=t + wp)f; + (=t +wply; = flj(o); j=12 (43)
kemudian, subtitusi persamaan (39) ke persamaan (43), diperoleh
_ £ £
o = {—hj(0)+é(tz1—wz)ﬁ3+é(t22—w1)1’3} . (44)
wy

Berikutnya, akan dicari koefisien B3 dan ys, terlebih dahulu kalikan persamaan (43) dengan i¢;,

lalu subtitusikan pula persamaan (41), diperoleh

2 2 2
—wald - % (tz1 —wy)fs — lfl +€2 | (t2 —w)ys = i€ - h'(0) (45)
kemudian, subtitusi persamaan (40) ke persamaan (38) dengan a5 = 0, diperoleh
e (16481 ¢
e = (9200 ) g (22, o
21 2

subtitusikan persamaan (46) ke persamaan (45), kemudian subtitusikan pula akar

wy :J|§12 + &7+ % sehingga diperoleh

K. o5y
Zlf -h'(0) —y; =5 (47)
lalu, subtitusikan persamaan (34) ke syarat batas (24), kemudian subtitusikan pula persamaan

(41) sehingga diperoleh
2g(0) = (3, — |67 + &°|)Bs + (t52 — |&° + &°|)ys (48)

dengan menyelesaikan persamaan (47) dan persamaan (48) , diperoleh koefisien 85 dan y3

sebagai berikut,
Bs = = e (G(0) = rouié’ - 1'(0)) (49)
73 = s (A9(0) = rapig’ - 0(0)), (50)

Selanjutnya, substitusikan koefisien ;5 dan ys;pada persamaan (49) dan (50) ke persamaan
(39),(41) dan (44), sehingga diperoleh nilai koefisien o, 7, a;, B; dan y; sebagai berikut,

0 = e (A60) - rouie’ - W(0) =
t= - (A9(0) — i’ - W(0)) (52)
B = #,j_tmz)(ag(o) — ryuig’ -1 (0)) (53)
) =~ (A9(0) — s’ - 1 (0)) (54)
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_ —E,-(O) 1 15 (Ea—wp) i U rp(t1—wy)
Of] - w; T -1 Zl 1( 1) wata ( ) + — w (tzzz—t212)( trq (55)
Tl(ti wa)) S; h/(o)
22
Misalkan,
—to2x3_,—t21X _p WX
Zo(xs) = %, Z,(x3) = % (1 =1,2). (56)
22 21 22 21
2_|z.2 2 2 |z 2,72
Catatan, r,, = M danry,, = M sehingga
tZ_tZ 7
T2 =121 = le (57)
r __ 4 (58)
Taa=Ta1  th—th;
1 1 _ A(S22—S21) (59)

tr21  taz  taitaa(taz+ttar)

Selanjutnya, akan dibuktikan Teorema 3 dengan mensubtitusikan koefisien ;, 8, dan y; pada
persamaan (53), (54), (55), definisi (56), dan catatan (57), (59) terhadap solusi umum persamaan

karakteristik (34) ke-j, (j = 1,2) untuk memperoleh I?, sebagai berikut,

hj (0) i§(ta—wy) UToT1 w2 2 4\l (Timpt (60)
[ wtay 9+ (Q‘H)Zk:l L= (=1 ( 7] )

L h N —wix3 _ V2 (_1)\l &4 A

taw(tg+uwy) hk(O) h (0)] € i Zl:l( 1) [tzl(t22+tz1)] g(O)Zl (X3)

1 §ié
—T1Tol Yemq D=1 (— )lrlmm#ktzhk(o)zl(xﬂ

kemudian, substitusikan koefisien as, #;, dan y; pada persamaan (53), (54), (55), definisi (56)
dan catatan (57),(59) terhadap solusi umum persamaan karakterisik (35) ke-3 untuk memperoleh

k3 sebagai berikut

~ 1 h(0)
By = 2211 = 9(02,(x) = o 3, (- D 7 (), (61)
Selanjutnya, lakukan penjumlahan koefisien pada persamaan (51) dan (52), diperoleh
__1 _ T2 _& 21 iy 62
o + T= To—T1 (t21 tzz) /‘{ ( ) (t21 tzz) E h (0) ( )

substitusikan koefisien o, T dan ¢ + t pada persamaan (51), (52), (62) terhadap solusi umum

persamaan karakteristik (34) untuk memperoleh ¢ sebagai berikut
o =-—-oc(e ¥ —e %) + (g +1)(et2¥3 — e 11%3) + (0 + T)e 11*3
Ary )
=(————=<]|4§(0)Zy(x3) + (
( ta2(t2z + t21) (02 (x3)
— L2 (~D!LAg(0)etixs — —2ET2__jer fyr(0)etri%s

T2=T1 I= ta1 (taz2+ta1)t21t22

A,

i W ()25

(63)

Kemudian, untuk memperoleh solusi operator p substitusi persamaan (63) ke persamaan (20)

terlebih dahulu sebagai berikut,
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~ l.f 64
p= (tzz(t22+f21)) ;{g(O)ZO (xS) HIiT2 Zk 1 ( 2(t22+t21)) hk (O)ZO (X3) ( )
+ - B (D T g(0)e 0 +
2~
e R ~
ﬂTlT'z 2]2621 (t22+t121,§t21t22 hk(o)e ti1x3

berikutnya, dilakukan invers tranformasi fourier parsial terhadap persamaan (60),(61), dan (64)

untuk memperoleh operator solusi p dan k sebagai berikut,

[h (0)

k - _?(fl &2) (61' EZ) O)e wlx?’] (xlxz) +

[Mg(o) (&,&,, 0)e‘wﬂx3] (x1x2)

wt

§i¢k

tywp(t+wy)

+An Zk 121 G 1) (rl » 1)T(f1 Ez)[ ﬁk(O)(fl,fz,O)e_wlx3] (12

(T‘ T‘) T

lf]
t21(t22+t21)

- 212=1(_1)1T(_gi,52) [ g0)(&, &y, O)ZI(XS)] (x1%2)

£¢
—111l ey 2= (= 1) (51 &) mhk(o)zl(xB)] (x1%2)
k; =: B*(D)G:G (65)
- A A~
ks = S (-DFe, [50@2(3)| Graxa)

-h(0)
—111op Y=g (=1)! —T(gl &) [(lf z(xs)] (x1%2)

ty+tazq)
ks =: Bf(A)Ga (66)
sehingga operator solusi k dapat ditulis sebagai
k =:B%(1)G,G. (67)

Kemudian, diperoleh operator solusi p sebagai berikut
_ yl .
p= rZT(fifz) [mg(O)Zo(xg)] (x1x2)

—urit, Xica Fig e [m h.(0)Z, (x3)] (x1x2)

P& [ 905 () +

urity T s Pk e [ B (0)e 7% | (ryxy)

(taa+ty)ta1tas
p = A*(D)G:G (68)
Dengan demikian, Teorema 3 terbukti bahwa terdapat operator solusi (67) dan (68) dari sistem
persamaan (10) di R3.
Langkah selanjutnya dalam membuktikan Teorema 2 adalah dengan melakukan
penjumlahan operator solusi dari sistem persamaan homogen (10), yakni (67) dan (68) dengan
operator solusi di R3 yang sudah diketahui dari hasil pendekatan solusi di R3 sebagai berikut
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p =H+p
= A°(D)FF! + A%(1)G,G
= A (A)F,F?

selanjutnya, misalkan u = k + hn dengan k = K + k, maka u dapat ditulis sebagai berikut
u =Kk+hn
= BO(D)F,F! + BZ(1)G,G
= BL(1)F,F?).
Dengan demikian, diperoleh operator solusi dari sistem persamaan resolvent (1) dengan syarat

2 2
batas slip di R3 untuk kasus koefisien n = (”2—":’) — % <0dann= (“2—":’) — % >0, Kk #uv

yaitu,
(p,u) = (AY(V)F,F?, BL (D) F,F?)).
Sehingga dapat disimpulkan bahwa Teorema 2 terbukti.

Simpulan dan Saran
Pada penelitian ini dapat dibuktikan eksistensi operator solusi model Navier Stokes Korteweg

dengan syarat batas slip di R3 pada kasus koefisien (“Z—J;”)Z - % < 0 dan (”2—?)2 - % >0, Kk #
uv , yakni dengan menggunakan pendekatan solusi ketika di R3, kemudian dilakukan reduksi
pada sistem persamaan resolvent yang tak homogen agar diperoleh sistem persamaan yang
homogen di R3, dan selanjutnya menyelesaikan sistem persamaan homogen tersebut di R3
menggunakan transformasi Fourier parsial. Pada kedua kasus ini, karena diperoleh akar akar
karakteristik yang sama, maka dapat diselesaikan secara sekaligus sehingga diperoleh operator
solusi (p,u) = (AY(D)F,F2, BL(1)F,F?)). Pada penelitian selanjutnya, diharapkan mampu

mengestimasi operator solusi (R-bounded) pada kasus yang sama di bent half-space (Q;).
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