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Abstrak  

Model Navier Stokes Kortewege merupakan model yang mendeskripsikan aliran fluida 

termampatkan dengan mempertimbangkan konstanta kapilaritas (𝜅) yang dikenal sebagai 

konstanta kapiler. Adapun penelitian ini bertujuan untuk membuktikan keberadaan operator 

solusi sistem persamaan resolvent model Navier Stokes Kortewege dengan syarat batas slip 

di half-space berdimensi 3 (𝐑+
3 ) khususnya pada kasus koefisien (

𝜇+𝑣

2𝜅
)
2
−
1

𝜅
< 0 dan 

(
𝜇+𝑣

2𝜅
)
2
−

1

𝜅
> 0, 𝜅 ≠ 𝜇𝑣. Dalam mencari operator solusi sistem persamaan resolvent 

tersebut dilakukan beberapa langkah, seperti melakukan reduksi terhadap sistem persamaan 

resolvent tak homogen, kemudian dilakukan transformasi Fourier parsial terhadap sistem 

persamaan resolvent homogen untuk memperoleh persamaan diferensial biasa yang lebih 

sederhana. Sehingga, diperoleh operator solusi (𝜌, 𝐮) = (𝒜1(𝜆)ℱ𝜆𝐅
2, ℬ1(𝜆)ℱ𝜆𝐅

2). 

Kata Kunci: Navier Stokes Korteweg; Sistem persamaan resolvent; Operator solusi; 

Transformasi Fourier parsial 

 

Abstract 

The Navier Stokes Korteweg model is a model that describes compressible fluid flow by 

considering the stress tensor with a capillarity constant (𝜅) known as the capillary constant. 

This research aims to prove the existence of  solution operators for the resolvent equation 

system of a Navier Stokes Kortewege model with slip boundary conditions in 3 dimensional 

half-space (𝑹+
3 ), specifically in the coefficient cases where (

𝜇+𝑣

2𝜅
)
2
−
1

𝜅
< 0 and (

𝜇+𝑣

2𝜅
)
2
−

1

𝜅
> 0, 𝜅 ≠ 𝜇𝑣. In searching to find solution operator several steps are taken, such as 

reducing the system of inhomogeneous resolvent equations, then the partial Fourier 

transform is performed on the system of homogeneous resolvent equations to obtain a 

simpler ordinary differential equation. So that, the solution operator is obtained (𝜌, 𝒖) =
(𝒜1(𝜆)ℱ𝜆𝑭

2, ℬ1(𝜆)ℱ𝜆𝑭
2). 

Keywords: Navier Stokes Korteweg; The system of resolvent equations; Solution operator; 

Partial Fourier transform. 

 

Pendahuluan  

Fluida mencakup zat cair dan gas yang akan terus menerus berubah bentuk (deformasi) 

sehingga sifatnya tidak permanen. Berdasarkan kerapatannya menurut (Fox dkk., 2011) fluida 

dibagi menjadi dua, yaitu fluid termampatkan (compressible fluid) dan fluida tak termampatkan  
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(incompressible fluid). Fluida termampatkan merupakan fluida yang kerapatannya berubah-

ubah, sehingga jika menerima tekanan kerapatannya akan meningkat, dan akan menurun jika 

mengalami panambahan luas penampang (ekspansi), contohnya berupa zat gas. Sedangkan 

fluida tak termampatkan merupakan fluida yang mengalami perubahan kerapatan yang sangat 

kecil apabila menerima tekanan sehingga dapat diabaikan (kerapatan tidak berubah), contohnya 

berupa zat cair. 

Model Navier Stokes Korteweg merupakan pengembangan dari model Navier-Stokes, 

secara umum model ini digunakan untuk menggambarkan efek kapilaritas fluida termampatkan, 

dengan mempertimbangkan konstanta kapilaritas (𝜅) yang dikenal sebagai konstanta kapiler.   

Penelitian terkait penyelesaian model Navier Stokes Korteweg telah disempurnakan 

dalam berbagai skenario oleh beberapa peneliti, diantaranya penelitian oleh (Liu dkk., 2015) 

yang menganalisis efek kapilaritas fluida dan mempelajari fase transisi dari zat gas ke zat cair 

pada model Navier Stokes Korteweg. Berikutnya, penelitian oleh (Danchin & Desjardins, 2001) 

membuktikan keberadaan dan keunikan hasil smooth solution yang sesuai untuk model isotermal 

fluida termampatkan kapiler yang dapat digunakan sebagai fase model transisi. Sejalan dengan 

itu, penelitian oleh (H. Hattori & Li, 1994) membuktikan terkait adanya solusi tunggal kuat 

dengan data awal yang membutuhkan regularity lebih tinggi dibandingkan Danchin dan 

Desjardins, sistem ini adalah versi isotermal yang disederhanakan, penelitian juga dilakukan oleh 

(H. H. H. Hattori & Li, 1996) untuk membuktikan keberadaan solusi global untuk sistem Navier 

stokes Korteweg berdimensi tinggi ketika ditetapkan data awal kecil.  

Pembuktian keberadaan solusi lemah global (global weak solution) dilakukan (Haspot, 

2009) untuk model isotermal umum cairan kapiler yang dapat digunakan sebagai fase model 

transisi, Haspot juga meningkatkan hasil Danchin dan Desjardins dengan menunjukkan 

keberadaan solusi lemah global (global weak solution) dalam dimensi satu untuk jenis koefisien 

kapiler tertentu, dengan data awal yang besar dalam ruang energi. Berikutnya, penelitian oleh 

(Kotschote, 2008) berusaha membuktikan keberadaan dan keunikan solusi kuat lokal (strong 

local solution) untuk model isotermal fluida termampatkan kapiler.  

Penelitian juga dilakukan oleh (Suma’inna, 2018) untuk membuktikan keberadaan ℛ-

bounded operator solusi persamaan pelat termoelastik dengan syarat batas Dirichlet pada domain  

Ω. Kemudian, penelitian dilakukan kembali oleh (Inna & Saito, 2023) untuk membuktikan 

bahwa solusi kuat lokal (local strong solution) dapat ditemukan dalam kerangka 𝐿𝑝 terhadap 

waktu dan 𝐿𝑞 terhadap ruang, dengan 𝑝 ∈ (1,∞) dan 𝑞 ∈ (𝑁,∞) dengan mempertimbangkan 

tingkat regularitas tambahan dari densitas awal, yang bergantung pada tingkat regularitas 
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maksimal sistem linier. Serta penelitian oleh (Saito, 2019) yang membuktikan adanya keluarga 

operator solusi terbatas−ℛ dari model Navier Stokes Korteweg dengan syarat batas 𝐧 ∙ 𝛻𝜌 = 𝑔 

dan 𝐮 = 0 di half-space (𝐑+
N). 

Untuk sebarang koefisien 𝜇, 𝑣 dan 𝜅, terdapat lima kondisi akar persamaan karakterikstik 

yang dianalisis dalam menyelesaikan model Navier Stokes Korteweg yaitu: 

Kasus I: (
𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
< 0; 

Kasus II: (
𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
> 0, 𝜅 ≠ 𝜇𝑣; 

Kasus III: (
𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
> 0, 𝜅 = 𝜇𝑣; 

Kasus IV: (
𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
= 0, 𝜅 ≠ 𝜇𝑣; 

Kasus V: (
𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
= 0, 𝜅 = 𝜇𝑣. 

Selanjutnya, penelitian kembali dilakukan oleh (Inna dkk., 2020) untuk membahas model 

persamaan fluida termampatkan Navier Stokes Korteweg dengan syarat batas slip di half-space 

(𝐑+
N) untuk kasus koefisien (I) dan (II). Selain itu, (Inna dkk., 2023) juga membahas model 

tersebut untuk kasus koefisien (III), kemudian (Inna) menganalisa lebih lanjut keberadaan 

estimasi operator solusi (ℛ-bounded) pada model yang sama untuk keseluruhan kasus koefisien. 

Pada penelitian ini penulis tertarik untuk menganalisis model pada domain terbatas di half-space 

berdimensi 3 (𝐑+
3 ) untuk kasus koefisien (I) dan (II), sehingga persamaan resolvent pada 

penelitian ini dapat dinyatakan sebagai berikut, 
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                                               𝜆𝜌 + (∑
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑗

3
𝑗=1 ) = 𝑑                                              𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑢1 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑢1 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓1    𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑢2 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑢2 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓2   𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑢3 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑢3 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓3   𝑑𝑖 𝐑+

3

                                                     (
0
0
−1
) ∙

(

 
 

𝜕

𝜕𝑥1
𝜕

𝜕𝑥2
𝜕

𝜕𝑥3)

 
 
𝜌 = 𝑔                                    𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                                      
𝜕

𝜕𝑥3,
𝑢1 +

𝜕

𝜕𝑥1
𝑢3 = ℎ1                                  𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                                      
𝜕

𝜕𝑥3
𝑢2 +

𝜕

𝜕𝑥2
𝑢3 = ℎ2                                   𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                                              𝑢3 = ℎ3                                                    𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0
3 }
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

 

(1) 

 

 

dengan  

𝐑0
3 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐑

3|𝑥3 > 0},  

𝐑+
3 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐑

3|𝑥3 > 0},  

di mana 𝜆 merupakan parameter resolvent yang terdapat pada 𝐂+ = {𝑧 ∈ 𝐂|ℜ𝑧 > 0}, dengan 𝐂 

adalah himpunan bilangan kompleks. 𝜌 = 𝜌(𝑥) dan 𝐮 = 𝐮(𝑥) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), 𝑢2(𝑥))
⊺ 

merupakan fungsi yang tidak diketahui, dengan masing-masing merupakan massa jenis yang 

bernilai skalar dan kecepatan fluida yang bernilai vektor dan bergantung pada variabel 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Koefisien 𝜇 dan 𝑣 digunakan untuk menyatakan konstanta viskositas, sedangkan 𝜅 

menyatakan konstanta kapilaritas. Selanjutnya (0,0, −1)⊺  ∙ (
𝜕

𝜕𝑥1
,
𝜕

𝜕𝑥2
,
𝜕

𝜕𝑥3
) = 𝑔, 

𝜕

𝜕𝑥3,
𝑢1 +

𝜕

𝜕𝑥1
𝑢3 = ℎ1, 

𝜕

𝜕𝑥3
𝑢2 +

𝜕

𝜕𝑥2
𝑢3 = ℎ2 dan 𝑢3 = ℎ3 merupakan syarat batas slip, dengan (0,0, −1)⊺ 

adalah vektor satuan ke arah luar terhadap 𝐑0
3. 

Metode Penelitian 

 Terlebih dahulu, akan diperkenalkan beberapa notasi khusus yang digunakan dalam 

penelitian ini untuk menyatakan hasil utama. Misalkan 𝐍 adalah himpunan semua bilangan asli 

dan 𝐍0 = 𝐍 ∪ {0}, serta 𝐂 dan 𝐑  masing-masing menyatakan himpunan bilangan kompleks dan 

himpunan bilangan real. Misalkan pula untuk sebarang domain Ω ⊆ 𝐑3, definisi ruang Lebesgue 

dan ruang Sobolev dapat dinotasikan sebagai 𝐿𝑞(Ω) dan 𝑊𝑞
𝑚(Ω), dengan 𝑚 ∈ 𝐍 dan  𝑞 ∈ [1,∞). 

Kemudian, norma dari ruang Sobolev 𝑊𝑞
𝑛(Ω) dimana 𝑛 ∈ 𝐍0 dinotasikan sebagai ‖⋅‖𝑊𝑞𝑛(Ω).  
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Misalkan 𝑋 dan 𝑌 adalah ruang Banach, maka 𝑋𝑑 , dengan 𝑑 ∈ 𝐍 merupakan perkalian 

ruang sebanyak 𝑑, di mana 𝑋𝑑 = {𝑥𝑖 = (𝑥1, … , 𝑥𝑑)|𝑥𝑖 ∈ 𝑋}. Selanjutnya, panjang vektor ruang 

𝑋𝑑  dinotasikan sebagai ‖⋅‖𝑋𝑑. Himpunan operator linier yang memetakan 𝑋 ke 𝑌 dinotasikan 

sebagai ℒ(𝑋, 𝑌), dan notasi ℒ(𝑋, 𝑋) dapat ditulis sebagai ℒ(𝑋). Kemudian, untuk domain 𝑈 ⊆

𝐂,𝐇𝐨𝐥(𝑈, ℒ(𝑋, 𝑌)) merupakan himpunan fungsi holomorfik yang memetakan 𝑈 ke ℒ(𝑋, 𝑌). 

Selanjutnya, jika 𝐚 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)
⊺ dan 𝐛 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)

⊺ adalah vektor berdimensi 3, maka  

𝐚 ⋅ 𝐛 = ∑ 𝑎𝑗𝑏𝑗
3
𝑗=1 .  

Dalam mencari operator solusi sistem persamaan (1) terlebih dahulu dapat diselesaikan 

dengan menggunakan pendekatan solusi ketika di 𝐑3,di mana sistem persamaan di 𝐑3 dapat 

dinyatakan sebagai berikut, 

                                                𝜆𝜌 + (∑
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑗

3
𝑗=1 ) = 𝑑                                              𝑑𝑖 𝐑3

𝜆𝑢1 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑢1 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓1     𝑑𝑖 𝐑

3

𝜆𝑢2 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑢2 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓2     𝑑𝑖 𝐑

3

𝜆𝑢3 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑢3 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑢𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓3     𝑑𝑖 𝐑

3

}
 
 
 
 

 
 
 
 

  (2) 

dengan 𝐑3 = {𝑥|𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)}.  

Misalkan ruang untuk fungsi pada ruas kanan sistem persamaan (2) di 𝐑3, 𝐅1 = (𝑑, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3), 

didefinisikan sebagai berikut, 

𝑋𝑞
1(𝐑3) = 𝑊𝑞

1(𝐑3) × 𝐿𝑞(𝐑
3) × 𝐿𝑞(𝐑

3) × 𝐿𝑞(𝐑
3) 

kemudian, ℱ𝜆𝐅
1 dan 𝔛𝑞

1(𝐑3) didefinisikan sebagai berikut, 

    ℱ𝜆𝐅
1 =  

(

 
 

[
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥1
𝑑

𝜕

𝜕𝑥2
𝑑

𝜕

𝜕𝑥3
𝑑]
 
 
 
 

, 𝜆
1

2𝑑, [

𝑓1
𝑓2
𝑓3

]

)

 
 
∈ 𝔛𝑞(𝐑

3)  

𝔛𝑞
1(𝐑3) =  𝐿𝑞(𝐑

3)𝑁1  

         𝑁1 =  (𝑁 + 1) + 𝑁 = (3 + 1) + 3 = 7.  

Dengan merujuk pada penelitian yang dilakukan (Saito, 2019), maka dapat dibuktikan teorema 

berikut, 

Teorema 1 Misalkan 𝑞 ∈ (1,∞) 𝑑𝑎𝑛 𝛿 > 0 dan himpunan. Asumsikan bahwa 𝜇, 𝑣, dan 𝜅 adalah 

konstanta positif, maka untuk setiap 𝜆 ∈ 𝐂+ terdapat operator 𝒜0(𝜆) dan ℬ0(𝜆) dengan, 

𝒜0(𝜆) ∈ Hol (𝐂+, ℒ (𝔛𝑞
1(𝐑3),𝑊𝑞

3(𝐑3))),  
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ℬ0(𝜆) ∈ Hol (𝐂+, ℒ(𝔛𝑞
1(𝐑3),𝑊𝑞

2(𝐑3)3)).  

Sehingga, untuk setiap 𝐅1 = (𝑑, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ∈ 𝑋𝑞
1(𝐑3) diperoleh operator solusi dari persamaan (2) 

yaitu (𝜌, 𝐮) = (𝒜0(𝜆)ℱ𝜆𝐅
1, ℬ0(𝜆)ℱ𝜆𝐅

1). 

Selanjutnya sistem persamaan (1) akan diselesaikan di 𝐑+
3  yang dilakukan dalam beberapa 

langkah, seperti melakukan reduksi terhadap sistem persamaan resolvent tak homogen (1) dengan 

pendekatan sistem (2) di 𝐑3 menjadi sistem persamaan resolvent homogen , kemudian dilakukan 

transformasi Fourier parsial terhadap sistem persamaan resolvent homogen untuk memperoleh 

persamaan diferensial biasa yang lebih sederhana yang akan dibahas pada bagian selanjutnya. 

Hasil dan Pembahasan 

  Pada bagian ini, akan dibahas proses pembuktian eksistensi operator solusi dari sistem 

persamaan (1). Misalkan ruang untuk fungsi pada ruas kanan sistem persamaan (1) di 𝐑+
3 , 𝐅2 =

(𝑑, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑔, ℎ1, ℎ2, ℎ3) ∈ 𝑋𝑞
2(𝐑3), didefinisikan sebagai berikut, 

𝑋𝑞
2(𝐑3) = 𝑊𝑞

1(𝐑+
3 ) × 𝐿𝑞(𝐑+

3 )3 ×𝑊𝑞
2(𝐑+

3 ) ×𝑊𝑞
1(𝐑+

3 )2 ×𝑊𝑞
2(𝐑+

3 )  

kemudian, ℱ𝜆𝐅
2 dan 𝔛𝑞

2(𝐑3) didefinisikan sebagai berikut, 

 

 

       ℱ𝜆𝐅
2 =                    

(

 
 

[
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥1
𝑑

𝜕

𝜕𝑥2
𝑑

𝜕

𝜕𝑥3
𝑑]
 
 
 
 

, 𝜆
1

2𝑑

)

 
 
, [

𝑓1
𝑓2
𝑓3

] ,

(

  
 

[
 
 
 
 
 

𝜕2

𝜕𝑥1
2 𝑔

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑔

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥3
𝑔

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑔

𝜕2

𝜕𝑥2
2 𝑔

𝜕

𝜕𝑥2𝜕𝑥3
𝑔

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥3
𝑔

𝜕

𝜕𝑥2𝜕𝑥3
𝑔

𝜕2

𝜕𝑥3
2 𝑔 ]

 
 
 
 
 

,

[
 
 
 
 
 𝜆

1

2
𝜕

𝜕𝑥1
𝑔

𝜆
1

2
𝜕

𝜕𝑥2
𝑔

𝜆
1

2
𝜕

𝜕𝑥3
𝑔]
 
 
 
 
 

, 𝜆𝑔

)

  
 
,  

([

𝜕

𝜕𝑥1
ℎ1   

𝜕

𝜕𝑥2
ℎ1   

𝜕

𝜕𝑥3
ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1
ℎ2   

𝜕

𝜕𝑥2
ℎ2   

𝜕

𝜕𝑥3
ℎ2
] , [
𝜆
1

2ℎ1

𝜆
1

2ℎ2

]) ,

(

  
 

[
 
 
 
 
 

𝜕2

𝜕𝑥1
2 ℎ3

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
ℎ3

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥3
ℎ3

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
ℎ3

𝜕2

𝜕𝑥2
2 ℎ3

𝜕

𝜕𝑥2𝜕𝑥3
ℎ3

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥3
ℎ3

𝜕

𝜕𝑥2𝜕𝑥3
ℎ3

𝜕2

𝜕𝑥3
2 ℎ3 ]

 
 
 
 
 

,  

[
 
 
 
 
 𝜆

1

2
𝜕

𝜕𝑥1
ℎ3

𝜆
1

2
𝜕

𝜕𝑥2
ℎ3

𝜆
1

2
𝜕

𝜕𝑥3
ℎ3]
 
 
 
 
 

, 𝜆ℎ3

)

  
 
∈ 𝔛𝑞

2(𝐑+
𝟑 )  

𝔛𝑞
2(𝐑3) =  𝐿𝑞(𝐑

3)𝑁2  

𝑁2 =  (𝑁 + 1) + 𝑁 + (𝑁2 + 𝑁 + 1) + (𝑁 − 1)𝑁 + (𝑁 − 1) + (𝑁2 +𝑁 + 1)  

 = (3 + 1) + 3 + (32 + 3 + 1) + (3 − 1)3 + (3 − 1) + (32 + 3 + 1) = 41  

 selain itu, misalkan ruang untuk solusi sistem persamaan (1) didefinisikan sebagai berikut 

𝔄𝑞
0(𝐑+

3 ) = 𝐿𝑞(𝐑+
3 )3

3+32+3+1, 𝔅𝑞
0(𝐑+

3 ) = 𝐿𝑞(𝐑+
3 )3

3+32+3. 

Tujuan utama dari penelitian ini adalah membuktikan eksistensi operator solusi sistem 
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persamaan (1). Dengan kata lain akan dibuktikan teorema berikut, 

Teorema 2 Misalkan 𝑞 ∈ (1,∞) dan 𝛿 > 0. Asumsikan bahwa 𝜇, 𝜈, dan 𝜅 adalah konstanta 

positif. Kemudian, untuk setiap 𝜆 ∈ 𝐂+ terdapat operator 𝒜1(𝜆) dan ℬ1(𝜆) dengan, 

𝒜1(𝜆) ∈ 𝐻𝑜𝑙 (𝐂+, ℒ (𝔛𝑞
2(𝐑+

𝟑 ),𝑊𝑞
3(𝐑+

3 ))), 

ℬ1(𝜆) ∈ 𝐻𝑜𝑙 (𝐂+, ℒ(𝔛𝑞
2(𝐑+

𝟑 ),𝑊𝑞
2(𝐑+

𝟑 )3)). 

Sehingga, untuk setiap 𝐅1 = (𝑑, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑔, ℎ1, ℎ2, ℎ3) ∈ 𝔛𝑞
2(𝐑3), diperoleh operator solusi dari 

persamaan (1) yaitu (𝜌, 𝐮) = (𝒜1(𝜆)ℱ𝜆𝐅
2, ℬ1(𝜆)ℱ𝜆𝐅

2) . 

Selanjutnya, terdapat beberapa tahapan dalam membuktikan Teorema 2. Pertama, dengan 

mereduksi sistem persamaan tak homogen (1) menjadi sistem persamaan homogen di 𝐑+
3 , dan 

selanjutnya adalah menyelesaikan sistem persamaan homogen tersebut di 𝐑+
3 .  

Reduksi Sistem 

Misalkan 𝑢𝑗 = 𝑘𝑗 (𝑗 = 1, 2) dan 𝑢3 = 𝑘3 + ℎ3, dengan 𝐤 = (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)
⊺, maka diperoleh  

                                                 𝜆𝜌 + (∑
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑘𝑗

3
𝑗=1 ) = �̃�                                              𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑘1 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑘1 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑘𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓1̃     𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑘2 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑘2 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑘𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓2̃     𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑘3 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑘3 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑘𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝜌 = 𝑓3̃     𝑑𝑖 𝐑+

3

                                                      (
0
0
−1
) ∙

(

 
 

𝜕

𝜕𝑥1
𝜕

𝜕𝑥2
𝜕

𝜕𝑥3)

 
 
𝜌 = 𝑔                                    𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                                       
𝜕

𝜕𝑥3,
𝑘1 +

𝜕

𝜕𝑥1
𝑘3 = ℎ̃1                                  𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                                       
𝜕

𝜕𝑥3
𝑘2 +

𝜕

𝜕𝑥2
𝑘3 = ℎ̃2                                   𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                                                𝑘3 = 0                                                    𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0
3 . }
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   (3) 

dengan 

 �̃� = 𝑑 − 
𝜕

𝜕𝑥3
ℎ3, 𝑓1̃ = 𝑓1 − (−𝑣

𝜕

𝜕𝑥1

𝜕

𝜕𝑥3
ℎ3), 𝑓2̃ = 𝑓2 − (−𝑣

𝜕

𝜕𝑥2

𝜕

𝜕𝑥3
ℎ3),  

𝑓3̃ = 𝑓3 − (𝜆ℎ3 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )ℎ3 − 𝑣

𝜕2

𝜕𝑥3
2 ℎ3), ℎ̃1 = ℎ1 −

𝜕

𝜕𝑥1
ℎ3 dan ℎ̃2 = ℎ2 −

𝜕

𝜕𝑥2
ℎ3. 

Berikutnya, reduksi sistem persamaan (3) menggunakan ekstensi genap dan ekstensi nol 

untuk membentuk sistem persamaan homogen (𝑑, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = (0,0,0,0). Untuk suatu fungsi 𝑓 =
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𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) dengan (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐑+
3 , misalkan 𝐸𝑒  adalah operator ekstensi genap (even 

extension) dan 𝐸0 adalah operator ekstensi nol (zero extension) yang didefinisikan sebagai 

berikut, 

𝐸𝑒𝑓 = 𝐸𝑒𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = {
𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),        (𝑥3 > 0),

𝑓(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3),    (𝑥3 < 0).
 

𝐸0𝑓 = 𝐸0𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = {
       𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (𝑥3 > 0),

−𝑓(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3), (𝑥3 < 0).
 

Selanjutnya, operator ekstensi dari fungsi vektor 𝐟 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)
⊺ didefinisikan sebagai 

𝐄𝐟 = (𝐸𝑒𝑓1,  𝐸
𝑒𝑓2,  𝐸

0𝑓3 )
T di  𝐑+

3  (4) 

perhatikan bahwa, 𝐸𝑒 ∈ ℒ(𝑊𝑞
1(𝐑+

3 ),𝑊𝑞
1(𝐑3)) dan E ∈ ℒ(𝐿𝑞(𝐑+

3 )3, 𝐿𝑞(𝐑
3)3). 

Misalkan 𝒜0(𝜆)ℱ𝜆𝐅
1 dan ℬ0(𝜆)ℱ𝜆𝐅

1 adalah operator solusi yang terdapat dalam Teorema 

2 di 𝐑3 dan (�̃�, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) merupakan fungsi pada sistem persamaan (3) yang terdapat di ruang 

𝑊𝑞
1(𝐑+

3 ) × 𝐿𝑞(𝐑+
3 )3. Kemudian, definisikan operator 𝐻 dan 𝐊 sebagai berikut, 

𝐻 = 𝒜0(𝜆)ℱ𝜆(𝐸
𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸

𝑒𝑓2, 𝐸
0𝑓3), 𝐊 = ℬ0(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3) (5) 

dengan ℬ1(𝜆)ℱ𝜆(𝐸
𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸

𝑒𝑓2, 𝐸
0𝑓3) = (

ℬ1
1(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3),

ℬ2
1(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3),

ℬ3
1(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3)

) 

lalu, definisikan operator 𝑃 = 𝑃(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) dan 𝐐 = 𝐐(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) sebagai berikut, 

𝑃 = 𝐻(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3),   𝐐 = (𝐾1(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3), 𝐾2(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3), −𝐾3(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3))
⊺ (6) 

sehingga, 𝐾𝐽 dan 𝑄𝐽 merupakan komponen sebanyak 𝐽 dari fungsi 𝐊 dan 𝐐 dengan 𝐽 = 1, 2,3. 

Akibatnya, 

𝑄3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −𝐾3(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3). (7) 

Berikutnya, subtitusi operator 𝐻 dan 𝐊 pada persamaan (5) ke sistem persamaan (3), 

sehingga pada baris pertama diperoleh 

(𝜆𝑃 + (∑
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑄𝑗

3
𝑗=1 )) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  

= (𝜆𝐻 + (∑
𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝐾𝑗

3
𝑗=1 )) (𝑥1, 𝑥2, −𝑥3)  

= (𝐸𝑒�̃�)(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3) 

= (𝐸𝑒�̃�)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 

pada baris kedua diperoleh 

(𝜆𝑄1 −  𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑄1 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝑄𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑃) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  
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= (𝜆𝐾1 −  𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝐾1 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝐾𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝐻) (𝑥1, 𝑥2, −𝑥3)  

= (𝐸𝑒𝑓1)(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3) 

= (𝐸𝑒𝑓1)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 

dengan menggunakan cara yang sama pada baris ketiga diperoleh 

(𝐸𝑒𝑓2)(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3) = (𝐸
𝑒𝑓2)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 

pada baris keempat diperoleh 

(𝜆𝑄3 −  𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑄3 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕

𝜕𝑗
𝑄𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝑃) (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  

= (𝜆𝐾3 −  𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝐾3 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕

𝜕𝑗
𝐾𝑗

3
𝑗=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝑗
2

3
𝑗=1 )𝐻) (𝑥1, 𝑥2, −𝑥3)  

= −(𝐸0𝑓3)(𝑥1, 𝑥2, −𝑥3) 

= (𝐸0𝑓3)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). 

Dengan demikian, 𝑃 dan 𝐐 juga merupakan operator solusi di 𝐑3. Maka, berdasarkan 

ketunggalan solusi di 𝐑3 diperoleh 

𝑄1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐾1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝑄2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐾2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝑄3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐾3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
}. (8) 

Akibatnya, berdasarkan persamaan (7) dan (8) diperoleh 𝐾3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = −𝐾3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). 

Sehingga ketika 𝑥3 = 0, maka 𝐾3(𝑥1, 𝑥2, 0) = −𝐾3(𝑥1, 𝑥2, 0) jika dan hanya jika 𝐾3(𝑥1, 𝑥2, 0) =

0. 

 Berikutnya, misalkan 𝜌 = 𝐻 + �̃� dan 𝐤 = (𝐾1 + �̃�1, 𝐾2 + �̃�2, 𝐾3 + �̃�3) = 𝐊 + �̃�, dengan 

𝐻,𝐊 adalah solusi operator di 𝐑3 yang didefinisikan pada persamaan (5), sehingga diperoleh 

sistem persamaan homogen sebagai berikut, 
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                                                  𝜆�̃� + (∑
𝜕

𝜕𝑥𝐽
�̃�𝐽

3
𝐽=1 ) = 0                                              𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆�̃�1 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 ) �̃�1 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝐽
�̃�𝐽

3
𝐽=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 ) �̃� = 0        𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆�̃�2 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 ) �̃�2 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝐽
�̃�𝐽

3
𝐽=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 ) �̃� = 0        𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆�̃�3 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 ) �̃�3 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝐽
�̃�𝐽

3
𝐽=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 ) �̃� = 0          𝑑𝑖 𝐑+

3

                                                         
𝜕

𝜕𝑥3
�̃� = −�̃�                                                          𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                                
𝜕

𝜕𝑥3,
�̃�1 +

𝜕

𝜕𝑥1
�̃�3 = ℎ̃1

̃                                                 𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0
3

                                 
               

𝜕

𝜕𝑥3,
�̃�2 +

𝜕

𝜕𝑥2
�̃�3 = ℎ̃2

̃                                                 𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0
3

                           �̃�3 = 0                                                               𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0
3}
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

b (9) 

dengan 

�̃� = 𝑔 +
𝜕

𝜕𝑥3
𝒜(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3), 

ℎ̃1
̃ = ℎ1 −

𝜕

𝜕𝑥1
ℎ3 −

𝜕

𝜕𝑥3,
(ℬ1(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3))
1
−

𝜕

𝜕𝑥1
(ℬ3(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3))
3
, 

ℎ̃2
̃ = ℎ2 −

𝜕

𝜕𝑥2
ℎ3 −

𝜕

𝜕𝑥3
(ℬ2(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3))
2
−

𝜕

𝜕𝑥2
(ℬ3(𝜆)ℱ𝜆(𝐸

𝑒�̃�, 𝐸𝑒𝑓1, 𝐸
𝑒𝑓2, 𝐸

0𝑓3))
3
. 

Untuk menyelesaikan pembuktian Teorema 2 cukup dengan menyelesaikan sistem persamaan 

homogen (9) yang akan dibahas pada bagian berikut. 

Penyelesaian Sistem Persamaan Homogen di 𝐑+
𝟑  

Secara sederhana, sistem persamaan homogen (9) dapat ditulis sebagai 
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                                                  𝜆𝜌 + (∑
𝜕

𝜕𝑥𝐽
𝑘𝐽

3
𝐽=1 ) = 0                                              𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑘1 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 )𝑘1 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝐽
𝑘𝐽

3
𝐽=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥1
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 )𝜌 = 0        𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑘2 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 )𝑘2 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝐽
𝑘𝐽

3
𝐽=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥2
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 )𝜌 = 0        𝑑𝑖 𝐑+

3

𝜆𝑘3 − 𝜇 (∑
𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 )𝑘3 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕

𝜕𝑥𝐽
𝑘𝐽

3
𝐽=1 ) − қ

𝜕

𝜕𝑥3
(∑

𝜕2

𝜕𝑥𝐽
2

3
𝐽=1 )𝜌 = 0          𝑑𝑖 𝐑+

3

                                                        
𝜕

𝜕𝑥3
𝜌 = −𝑔                                                          𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                                
𝜕

𝜕𝑥3,
𝑘1 +

𝜕

𝜕𝑥1
𝑘3 = ℎ1                                                𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                                 
               

𝜕

𝜕𝑥3,
𝑘2 +

𝜕

𝜕𝑥2
𝑘3 = ℎ1                                                𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0

3

                           𝑘3 = 0                                                              𝑝𝑎𝑑𝑎 𝐑0
3 }
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

  (10) 

Untuk fungsi di ruas kanan pada sistem persamaan (10), misalkan 𝐆 = (𝑔, ℎ1, ℎ2), maka 

didefinisikan ruang 𝐆 sebagai berikut, 

𝑋𝑞
2(𝐑+

3 ) = 𝑊𝑞
2(𝐑+

3 ) ×𝑊𝑞
1(𝐑+

3 ) ×𝑊𝑞
1(𝐑+

3 )   

kemudian, 𝒢𝜆𝐆 dan 𝑋𝑞
2(𝐑+

3 ) didefinisikan sebagai berikut, 

 

 

𝒢𝜆𝐆 
=

(

  
 

[
 
 
 
 
 

𝜕2

𝜕𝑥1
2 𝑔

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑔

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥3
𝑔

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝑔

𝜕2

𝜕𝑥2
2 𝑔

𝜕

𝜕𝑥2𝜕𝑥3
𝑔

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥3
𝑔

𝜕

𝜕𝑥2𝜕𝑥3
𝑔

𝜕2

𝜕𝑥3
2 𝑔 ]

 
 
 
 
 

, 𝜆
1

2𝑔, 𝜆𝑔

)

  
 
, ([

𝜕

𝜕𝑥1
ℎ1,

𝜕

𝜕𝑥2
ℎ1,

𝜕

𝜕𝑥3
ℎ1

𝜕

𝜕𝑥1
ℎ2,

𝜕

𝜕𝑥2
ℎ2,

𝜕

𝜕𝑥3
ℎ2
] , [
𝜆
1

2ℎ1

𝜆
1

2ℎ2

]) ∈

𝑋𝑞
2(𝐑+

3 )  

𝑋𝑞
2(𝐑+

3 ) = 𝐿𝑞(𝐑+
3 )𝑁3 

𝑁3  = (𝑁2 +𝑁 + 1) + (𝑁 − 1)(𝑁 + 1) = (32 + 3 + 1) + (3 − 1)(3 + 1) = 21.  

Selanjutnya, akan digunakan teorema berikut ini untuk melengkapi pembuktian Teorema 2. 

Teorema 3 Misalkan 𝑞 ∈ (1,∞) dan asumsikan bahwa 𝜇, 𝜈, dan 𝜅 adalah konstanta positif. 

Kemudian, untuk setiap λ ∈ C+ terdapat operator 𝒜2(λ) dan ℬ2(λ) dengan, 

𝒜2(𝜆) ∈ Hol (C+, ℒ (𝑋𝑞
2(𝐑+

3 ),𝑊𝑞
3(𝐑+

3 ))),  

ℬ2(𝜆) ∈ Hol (C+, ℒ(𝑋𝑞
2(𝐑+

3 ),𝑊𝑞
2(𝐑+

3 )3)). 

Sehingga, untuk setiap 𝐆 = (𝑔, ℎ1, ℎ2) ∈ 𝑋𝑞
2(𝐑+

3 ) diperoleh operator solusi dari persamaan (10) 

yaitu (𝜌, 𝐤) = (𝒜2(λ)𝒢λ𝐆,ℬ
2(λ)𝒢λ𝐆). 

Pembuktian 

Terlebih dahulu akan diperkenalkan definisi transformasi Fourier parsial. Diberikan fungsi 𝜌 

yang terdefinisi pada 𝐑3, maka transformasi Fourier parsial dari 𝜌 = 𝜌(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) didefinisikan 
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sebagai 

�̂� = �̂�(𝑥3) = �̂�(𝜉1, 𝜉2, 𝑥3) = ℱ[𝜌](𝜉1, 𝜉2, 𝑥3) = ∫ ∫ 𝑒−𝑖(𝑥1,𝑥2)⋅(𝜉1,𝜉2)𝜌(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)RR
𝑑𝑥1𝑑𝑥2  

dan invers transformasi Fourier parsial dari 𝜌 didefinisikan sebagai 

ℱ(𝜉1,𝜉2)
−1 [�̂�(𝜉1, 𝜉2, 𝑥3)](𝑥1, 𝑥2) =

1

(2𝜋)2
∫ ∫ 𝑒𝑖(𝑥1,𝑥2)⋅(𝜉1,𝜉2)𝜌(𝜉1, 𝜉2, 𝑥3)RR

𝑑𝜉1𝑑𝜉2.  

Misalkan 𝜑 = (∑
𝜕

𝜕𝑥𝐽
𝑘𝐽

3
𝐽=1 ), kemudian dengan melakukan transformasi Fourier parsial 

terhadap sistem persamaan (10) diperoleh 

𝜆�̂� + �̂� = 0, 𝑥3 > 0, (11) 

𝜆�̂�1 − 𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂�1 − 𝑣𝑖𝜉1�̂� − қ𝑖𝜉1 (

𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂� = 0, 𝑥3 > 0,  (12) 

𝜆�̂�2 − 𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂�2 − 𝑣𝑖𝜉2�̂� − қ𝑖𝜉2 (

𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂� = 0, 𝑥3 > 0,  (13) 

𝜆�̂�3 − 𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂�3 − 𝑣

𝜕

𝜕𝑥3
�̂� − қ

𝜕

𝜕𝑥3
(
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂� = 0, 𝑥3 > 0  (14) 

dengan syarat batas sebagai berikut 

𝜕

𝜕𝑥3
�̂�(0) = −�̂�(0)  (15) 

𝜕

𝜕𝑥3,
�̂�1(0) + 𝑖𝜉1�̂�3(0) = ℎ̂1(0)  (16) 

𝜕

𝜕𝑥3,
�̂�2(0) + 𝑖𝜉2�̂�3(0) = ℎ̂2(0)  (17) 

�̂�3(0) = 0 (18) 

di mana 

�̂� = 𝑖𝜉1 �̂�1 + 𝑖𝜉2 �̂�2 +
𝜕

𝜕𝑥3
�̂�3  (19) 

persamaan (11) dapat ditulis sebagai   

�̂� = −
�̂�

𝜆
.   (20) 

Selanjutnya, subtitusi persamaan (20) ke persamaan (12), (13), (14) dan (15) sehingga diperoleh 

𝜆2�̂�1 − 𝜆𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂�1 − 𝑖𝜉1 (𝜆𝑣 − қ(

𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)) �̂� = 0, 𝑥3 > 0  (21) 

𝜆2�̂�2 − 𝜆𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂�2 − 𝑖𝜉2 (𝜆𝑣 − қ(

𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)) �̂� = 0, 𝑥3 > 0  (22) 

𝜆2�̂�3 − 𝜆𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂�3 −

𝜕

𝜕𝑥3
(𝜆𝑣 − қ (

𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)) �̂� = 0, 𝑥3 > 0  (23) 

𝜕

𝜕𝑥3
�̂�(0) = 𝜆�̂�(0).  (24) 

Dengan mengalikan persamaan (21) dan (22) terhadap 𝑖𝜉1 dan i𝜉2, serta menurunkan sekali 
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persamaan (23) terhadap 𝑥3 dan menyederhanakan hasilnya, berdasarkan persamaan (19) 

diperoleh  

𝜆2�̂� − 𝜆(𝜇 + 𝑣) (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) �̂� + қ(

𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)

2

�̂� = 0, 𝑥3 > 0. (25) 

Kemudian, definisikan sebuah polinomial 𝑃𝜆(𝑡) sebagai berikut, 

𝑃𝜆(𝑡) = 𝜆
2 − 𝜆(𝜇 + 𝑣)(𝑡2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|) + қ(𝑡2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)

2
  (26) 

dengan demikian, dari persamaan (25) diperoleh persamaan diferensial biasa sebagai berikut, 

𝑃𝜆 (
𝜕

𝜕𝑥3
) �̂� = 0, 𝑥3 > 0.  (27) 

Misalkan 𝓌𝜆
2 = |𝜉1

2 + 𝜉2
2| +

𝜆

𝜇
  akibatnya 𝓌𝜆 = √|𝜉1

2 + 𝜉2
2| +

𝜆

𝜇
. Kemudian, substitusi 𝓌𝜆 

ke persamaan (21), (22) dan (23) sehingga diperoleh 

𝜆𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 −𝓌𝜆

2) �̂�1 + 𝑖𝜉1 (𝜆𝑣 − қ (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)) �̂� = 0, 𝑥3 > 0  (28) 

𝜆𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 −𝓌𝜆

2) �̂�2 + 𝑖𝜉2 (𝜆𝑣 − қ (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)) �̂� = 0, 𝑥3 > 0  (29) 

𝜆𝜇 (
𝜕2

𝜕𝑥3
2 −𝓌𝜆

2) �̂�3 +
𝜕

𝜕𝑥3
(𝜆𝑣 − қ (

𝜕2

𝜕𝑥3
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)) �̂� = 0, 𝑥3 > 0.  (30) 

Lakukan perkalian terhadap persamaan (28), (29) dan (30) dengan 𝑃𝜆 (
𝜕

𝜕𝑥3
), sehingga diperoleh 

persamaan diferensial biasa sebagai berikut, 

(
𝜕2

𝜕𝑥3
2 −𝓌𝜆

2) 𝑃𝜆 (
𝜕

𝜕𝑥3
) �̂�𝐽 = 0, 𝑥3 > 0 untuk (𝐽 = 1,2,3). (31) 

Berikutnya, akan dicari akar-akar karakteristik dari persamaan (27) dan (31). Berdasarkan sifat 

distributif, polinomial pada persamaan (26) dapat ditulis sebagai berikut 

𝑃𝜆(𝑡) = 𝜅𝜆
2 (

1

𝜅
− (

𝜇+𝑣

𝜅
) (

𝑡2−|𝜉1
2+𝜉2

2|

𝜆
) + (

𝑡2−|𝜉1
2+𝜉2

2|

𝜆
)
2

)  (32) 

misalkan 𝑟 = (
𝑡2−|𝜉′|

2

𝜆
), maka persamaan (32) dapat disederhanakan menjadi 

𝑃𝜆(𝑡) =: 𝜅𝜆
2𝑝(𝑟) (33) 

kemudian, misalkan 𝜇, 𝑣 dan 𝜅 adalah konstanta positif. Definisikan 𝑝(𝑟) sebagai berikut, 

𝑝(𝑟) = 𝑟2 −
𝜇+𝑣

𝜅
𝑟 +

1

𝜅
  

sehingga diperoleh akar dari 𝑝(𝑟) yaitu 

𝑟± = {

𝜇+𝑣

2𝜅
±√𝜂,        (𝜂 ≥ 0)

𝜇+𝑣

2𝜅
± 𝑖√|𝜂|,      (𝜂 < 0)

  

dengan 𝑖 = √−1 dan 𝜂 = (
𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
, 𝜂 ≠ 0. Atau dapat ditulis sebagai 𝑟𝑛(𝑛 = 1,2,3,4) dengan 
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𝑟1 =
𝜇+𝑣

2𝜅
+√𝜂  

𝑟2 =
𝜇+𝑣

2𝜅
−√𝜂  

untuk 𝜂 ≥ 0, dan 

𝑟3 =
𝜇+𝑣

2𝜅
+ 𝑖√|𝜂|  

𝑟4 =
𝜇+𝑣

2𝜅
− 𝑖√|𝜂|  

untuk 𝜂 < 0. 

Perhatikan 𝑟𝑛 = (
𝑡2−|𝜉′|

2

𝜆
) dengan (𝑛 = 1,2,3,4), selanjutnya diperoleh akar dari 𝑃𝜆(𝑡) pada 

persamaan (33) sebagai berikut 

𝑡 = ±√|𝜉1
2 + 𝜉2

2| + 𝜆𝑟𝑛      

sehingga diperoleh  

𝑡1𝑛 = −√|𝜉1
2 + 𝜉2

2| + 𝜆𝑟𝑛 dan 𝑡2𝑛 = √|𝜉1
2 + 𝜉2

2| + 𝜆𝑟𝑛 

dengan demikian, 𝑡2𝑛(𝑛 = 1,2,3,4) adalah akar karakteristik dari persamaan (27) dan (31). 

Kemudian diperoleh akar karakteristik yang lain dari persamaan (31) yaitu  

𝑡1 = −𝓌𝜆 dan 𝑡2 = 𝓌𝜆 

dengan 𝓌𝜆 = √|𝜉1
2 + 𝜉2

2| +
𝜆

𝜇
. Maka, 𝑡2𝑛(𝑛 = 1,2,3,4) dan  𝑡2 adalah akar-akar karakteristik 

dari persamaan (31).  

Dengan demikian, pada kasus 𝜂 < 0, 𝑡2𝑛(𝑛 = 3,4) merupakan akar karakteristik dari persamaan 

(27) dan (31) di mana  

𝑡2𝑛 = √|𝜉1
2 + 𝜉2

2| + 𝜆𝑟𝑛 , 𝑛 = 3,4 

serta 𝑡2 merupakan akar karakteristik yang lain dari persamaan (31) di mana 

𝑡2 = 𝓌𝜆 = √|𝜉1
2 + 𝜉2

2| +
𝜆

𝜇
 . 

Kemudian, Pada kasus 𝜂 > 0, 𝑡2𝑛(𝑛 = 1,2) merupakan akar karakteristik persamaan (27) dan 

(31) di mana 

𝑡2𝑛 = √|𝜉1
2 + 𝜉2

2| + 𝜆𝑟𝑛 , 𝑛 = 1,2 

serta 𝑡2 merupakan akar karakteristik yang lain dari persamaan (31) di mana 

𝑡2 = 𝓌𝜆 = √|𝜉1
2 + 𝜉2

2| +
𝜆

𝜇
 . 

Pada kedua kasus tersebut diperoleh bentuk akar karateristik yang sama, sehingga dapat 
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diselesaikan secara sekaligus. Dengan demikian, diperoleh solusi umum dari persamaan (27) dan 

(31) sebagai berikut, 

�̂� = 𝜎𝑒−𝑡21𝑥3 + 𝜏𝑒−𝑡22𝑥3 (34) 

�̂�𝐽 = 𝛼𝐽𝑒
−𝓌𝜆𝑥3 + 𝛽𝐽(𝑒

−𝑡21𝑥3 − 𝑒−𝓌𝜆𝑥3) + 𝛾𝐽(𝑒
−𝑡22𝑥3 − 𝑒−𝓌𝜆𝑥3),     𝐽 = (1,2,3) (35) 

𝜕

𝜕𝑥3
�̂�𝐽 = 𝓌𝜆(−𝛼𝐽 + 𝛽𝐽 + 𝛾𝐽)𝑒

−𝓌𝜆𝑥3 − 𝑡21𝛽𝐽𝑒
−𝑡21𝑥3 − 𝑡22𝛾𝐽𝑒

−𝑡22𝑥3 ,     𝐽 = 1,2,3  (36) 

Berikutnya, akan dicari nilai koefisien dari solusi umum persamaan karakteristik (34) dan (35). 

Terlebih dahulu, subtitusi persamaan (35) ke persamaan (19) sehingga diperoleh 

𝜎 = 𝑖𝜉′ ∙ 𝛽′ − 𝑡21𝛽3,  𝜏 = 𝑖𝜉′ ∙ 𝛾′ − 𝑡2𝛾3 (37) 

𝑖𝜉′ ∙ 𝛼′ − 𝑖𝜉′ ∙ 𝛽′ − 𝑖𝜉′ ∙ 𝛾 ′ −𝓌𝜆𝛼3 +𝓌𝜆𝛽3 +𝓌𝜆𝛾3 = 0 (38) 

dengan 𝑖𝜉′ ∙ 𝑎′ = ∑ 𝑖𝜉𝑗𝑎𝐽
2
𝑗=1  untuk 𝑎 ∈ {𝛼′, 𝛽′, 𝛾′}. 

Berdasarkan asumsi bahwa 𝜅 ≠ 𝜇𝑣, selanjutnya subtitusi persamaan (34) dan (35) ke persamaan 

(28), (29) dan (30) sehingga diperoleh 

𝜆𝜇𝛽1(𝑡21
2 −𝓌𝜆

2) + 𝑖𝜉1(𝑖𝜉
′ ∙ 𝛽′ − 𝑡21𝛽3) (𝜆𝑣 − қ(𝑡21

2 − |𝜉1
2 + 𝜉2

2|)) = 0, 

𝜆𝜇𝛾1(𝑡22
2 −𝓌𝜆

2) + 𝑖𝜉1(𝑖𝜉
′ ∙ 𝛾 ′ − 𝑡22𝛾3) (𝜆𝑣 − қ(𝑡22

2 − |𝜉1
2 + 𝜉2

2|)) = 0 

𝜆𝜇𝛽2(𝑡21
2 −𝓌𝜆

2) + 𝑖𝜉2(𝑖𝜉
′ ∙ 𝛽′ − 𝑡21𝛽3) (𝜆𝑣 − қ(𝑡21

2 − |𝜉1
2 + 𝜉2

2|)) = 0, 

𝜆𝜇𝛾2(𝑡22
2 −𝓌𝜆

2) + 𝑖𝜉2(𝑖𝜉
′ ∙ 𝛾′ − 𝑡22𝛾3) (𝜆𝑣 − қ(𝑡22

2 − |𝜉1
2 + 𝜉2

2|)) = 0 

𝜆𝜇𝛽3(𝑡21
2 −𝓌𝜆

2) − 𝑡21(𝑖𝜉
′ ∙ 𝛽′ − 𝑡21𝛽3) (𝜆𝑣 − қ(𝑡21

2 − |𝜉1
2 + 𝜉2

2|)) = 0, 

𝜆𝜇𝛾3(𝑡22
2 −𝓌𝜆

2) − 𝑡22(𝑖𝜉
′ ∙ 𝛾′ − 𝑡22𝛾3) (𝜆𝑣 − қ(𝑡22

2 − |𝜉1
2 + 𝜉2

2|)) = 0 

akibatnya, 

(𝑡21
2 −𝓌𝜆

2) (𝛽𝑗 +
𝑖𝜉𝑗

𝑡21
𝛽3) = 0,   𝑗 = 1,2 

(𝑡21
2 −𝓌𝜆

2) (𝛾𝑗 +
𝑖𝜉𝑗

𝑡22
𝛾3) = 0,      𝑗 = 1,2  

karena 𝑡21 ≠ 𝓌𝜆 dan 𝑡21 ≠ 𝓌𝜆, maka diperoleh koefisien 𝛽𝑗 dan 𝛾𝑗 sebagai berikut 

𝛽𝑗 = −
𝑖𝜉𝑗

𝑡21
𝛽3 ,  𝛾𝑗 = −

𝑖𝜉𝑗

𝑡22
𝛾3,   𝑗 = 1,2. (39) 

Selanjutnya, lakukan perkalian terhadap koefisien 𝛽𝑗 dan 𝛾𝑗 dengan 𝑖𝜉𝑗, diperoleh 

𝑖𝜉′ ∙ 𝛽′ =
|𝜉1

2+𝜉2
2|

𝑡21
𝛽3  ,  𝑖𝜉

′ ∙ 𝛾′ =
|𝜉1

2+𝜉2
2|

𝑡22
𝛾3 (40) 

akibatnya, 

𝑖𝜉′ ∙ 𝛽′ − 𝑡21𝛽3 = −(
𝑡21
2 −|𝜉1

2+𝜉2
2|

𝑡21
)𝛽3,  𝑖𝜉′ ∙ 𝛾′ − 𝑡22𝛾3 = −(

𝑡22
2 −|𝜉1

2+𝜉2
2|

𝑡22
)𝛾3. (41) 

Untuk memperoleh koefisien 𝛼3, subtitusi persamaan (35) ke syarat batas (18), diperoleh 
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𝛼3 = 0. (42) 

Lalu, untuk memperoleh koefisien 𝛼𝐽, terlebih dahulu subtitusi persamaan (36) ke syarat batas 

(16) dan (17), diperoleh 

−𝓌𝜆𝛼𝑗 + (−𝑡21 +𝓌𝜆)𝛽𝑗 + (−𝑡22 +𝓌𝜆)𝛾𝑗 = ℎ̂𝑗(0),      𝑗 = 1,2. (43) 

kemudian, subtitusi persamaan (39) ke persamaan (43), diperoleh 

𝛼𝐽 =
{−ℎ̂𝑗(0)+

𝑖𝜉𝑗

𝑡21
(𝑡21−𝓌𝜆)𝛽3+

𝑖𝜉𝑗

𝑡22
(𝑡22−𝓌𝜆)𝛾3}

𝓌𝜆
 . (44) 

Berikutnya, akan dicari koefisien  𝛽3 dan 𝛾3, terlebih dahulu kalikan persamaan (43) dengan 𝑖𝜉𝑗, 

lalu subtitusikan pula persamaan (41), diperoleh 

−𝓌𝜆𝑖𝜉
′ ∙ 𝛼′ −

|𝜉1
2+𝜉2

2|

𝑡21
(𝑡21 −𝓌𝜆)𝛽3 −

|𝜉1
2+𝜉2

2|

𝑡22
(𝑡22 −𝓌𝜆)𝛾3 = 𝑖𝜉′ ∙ �̂�′(𝟎)  (45) 

kemudian, subtitusi persamaan (40) ke persamaan (38) dengan 𝛼3 = 0, diperoleh 

𝑖𝜉′ ∙ 𝛼′ = (
|𝜉1

2+𝜉2
2|

𝑡21
−𝓌𝜆) 𝛽3 + (

|𝜉1
2+𝜉2

2|

𝑡22
−𝓌𝜆) 𝛾3  (46) 

subtitusikan persamaan (46) ke persamaan (45), kemudian subtitusikan pula akar 

 𝓌𝜆 =√|𝜉1
2 + 𝜉2

2| +
𝜆

𝜇
 sehingga diperoleh 

𝜇

𝜆
𝑖𝜉′ ∙ �̂�′(𝟎) − 𝛾3 = 𝛽3 (47) 

lalu, subtitusikan persamaan (34) ke syarat batas (24), kemudian subtitusikan pula persamaan  

(41) sehingga diperoleh 

𝜆�̂�(0) = (𝑡21
2 − |𝜉1

2 + 𝜉2
2|)𝛽3 + (𝑡22

2 − |𝜉1
2 + 𝜉2

2|)𝛾3 (48) 

dengan menyelesaikan persamaan (47) dan persamaan (48) , diperoleh koefisien 𝛽3 dan 𝛾3  

sebagai berikut, 

𝛽3 = −
1

𝑡22
2−𝑡21

2 (𝜆�̂�(0) − 𝑟2𝜇𝑖𝜉
′ ∙ �̂�′(𝟎))  (49) 

𝛾3 =
1

𝑡22
2−𝑡21

2 (𝜆�̂�(0) − 𝑟1𝜇𝑖𝜉
′ ∙ �̂�′(𝟎)).  (50) 

Selanjutnya, substitusikan koefisien 𝛽3 dan 𝛾3pada persamaan (49) dan (50) ke persamaan  

(39),(41) dan (44), sehingga diperoleh nilai koefisien 𝜎, 𝜏, 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 dan 𝛾𝑗 sebagai berikut, 

𝜎 =
𝜆𝑟1

𝑡21(𝑡22
2−𝑡21

2)
(𝜆�̂�(0) − 𝑟2𝜇𝑖𝜉

′ ∙ �̂�′(𝟎))  (51) 

𝜏 = −
𝜆𝑟2

𝑡22(𝑡22
2−𝑡21

2)
(𝜆�̂�(0) − 𝑟1𝜇𝑖𝜉

′ ∙ �̂�′(𝟎))  (52) 

𝛽𝑗 =
𝑖𝜉𝑗

𝑡21(𝑡22
2−𝑡21

2)
(𝜆�̂�(0) − 𝑟2𝜇𝑖𝜉

′ ∙ �̂�′(𝟎))  (53) 

𝛾𝑗 = −
𝑖𝜉𝑗

𝑡22(𝑡22
2−𝑡21

2)
(𝜆�̂�(0) − 𝑟1𝜇𝑖𝜉

′ ∙ �̂�′(𝟎))  (54) 
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𝛼𝐽 =
−ℎ̂𝑗(0)

𝓌𝜆
+

1

𝑟2−𝑟1
∑ (−1)𝑙2
𝑙=1

𝑖𝜉𝑗(𝑡2𝑙−𝓌𝜆)

𝓌𝜆𝑡2𝑙
�̂�(0) +

𝑖𝜉𝑗

𝓌𝜆

𝜇

(𝑡22
2−𝑡21

2)
(
𝑟2(𝑡1−𝓌𝜆)

𝑡21
−

𝑟1(𝑡2−𝓌𝜆)

𝑡22
) 𝑖𝜉′ ∙ �̂�′(𝟎).  

(55) 

Misalkan, 

𝒵0(𝑥3) =
𝑒−𝑡22𝑥3−𝑒−𝑡21𝑥3

𝑡22−𝑡21
,  𝒵𝑙(𝑥3) =

𝑒−𝑡𝑙𝑥3−𝑒−𝓌𝜆𝑥3

𝑡22−𝑡21
  (𝑙 = 1,2).  (56) 

Catatan, 𝑟22 =
(𝑡22

2−|𝜉1
2+𝜉2

2|)

𝜆
 dan 𝑟21 =

(𝑡21
2−|𝜉1

2+𝜉2
2|)

𝜆
 sehingga 

𝑟22 − 𝑟21 =
𝑡2
2−𝑡1

2

𝜆
  (57) 

1

𝑟22−𝑟21
=

𝜆

𝑡22
2 −𝑡21

2   (58) 

1

𝑡21
−

1

𝑡22
=

𝜆(𝑠22−𝑠21)

𝑡21𝑡22(𝑡22+𝑡21)
  (59) 

Selanjutnya, akan dibuktikan Teorema 3 dengan mensubtitusikan koefisien 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 ,  dan 𝛾𝑗 pada  

persamaan (53), (54), (55), definisi (56), dan catatan (57), (59) terhadap solusi umum persamaan  

karakteristik (34) ke-𝑗, (𝑗 = 1,2) untuk memperoleh �̂�𝐽 sebagai berikut, 

�̂�𝐽 = [
−ℎ̂𝑗(0)

𝓌𝜆
+

1

𝑟2−𝑟1
∑ (−1)𝑙2
𝑙=1

𝑖𝜉𝑗(𝑡2𝑙−𝓌𝜆)

𝓌𝜆𝑡2𝑙
�̂�(0) +

𝜇𝑟2𝑟1
(𝑟2−𝑟1)

∑ ∑ (−1)𝑙2
𝑙=1 (

𝑟𝑙−𝜇
−1

𝑟𝑙
)2

𝑘=1   

 
𝜉𝑗𝜉𝑘

𝑡1𝓌𝜆(𝑡1+𝓌𝜆)
ℎ̂𝑘(0) ∙ �̂�

′(𝟎)] 𝑒−𝓌𝜆𝑥3 − ∑ (−1)𝑙 [
𝑖𝜉𝑗𝜆

𝑡2𝑙(𝑡22+𝑡21)
] �̂�(0)𝒵𝑙(𝑥3)

2
𝑙=1  

−𝑟1𝑟2𝜇∑ ∑ (−1)𝑙
1

𝑟𝑙

𝜉𝑗𝜉𝑘

𝑡2𝑙(𝑡22+𝑡21)
ℎ̂𝑘(0)𝒵𝑙(𝑥3)

2
𝑙=1

2
𝑘=1    

(60) 

kemudian, substitusikan koefisien 𝛼3, 𝛽3,  dan 𝛾3 pada persamaan (53), (54), (55), definisi (56) 

dan catatan (57),(59) terhadap solusi umum persamaan karakterisik (35) ke-3 untuk memperoleh 

�̂�3 sebagai berikut 

�̂�3 = ∑ (−1)𝑙
𝜆

(𝑡22+𝑡21)
2
𝑙=1 �̂�(0)𝒵𝑙(𝑥3) − 𝑟1𝑟2𝜇∑ (−1)𝑙

1

𝑟1

2
𝑙=1

𝑖𝜉′∙�̂�(0)

(𝑡22+𝑡21)
𝒵𝑙(𝑥3).  

(61) 

Selanjutnya, lakukan penjumlahan koefisien pada persamaan (51) dan (52), diperoleh 

𝜎 + 𝜏 =
1

𝑟2−𝑟1
(
𝑟1

𝑡21
−

𝑟2

𝑡22
)𝜆�̂�(0) −

𝜇𝑟1𝑟2

𝑟2−𝑟1
(
1

𝑡21
−

1

𝑡22
) 𝑖𝜉′ ∙ �̂�′(𝟎)  (62) 

substitusikan koefisien 𝜎, 𝜏 dan 𝜎 + 𝜏 pada persamaan (51), (52), (62) terhadap solusi umum  

persamaan karakteristik (34) untuk memperoleh 𝜑 sebagai berikut 

𝜑 = −𝜎(𝑒−𝑡2𝑥3 − 𝑒−𝑡1𝑥3) + (𝜎 + 𝜏)(𝑒−𝑡2𝑥3 − 𝑒−𝑡1𝑥3) + (𝜎 + 𝜏)𝑒−𝑡1𝑥3 

 
= (−

𝜆𝑟2
𝑡22(𝑡22 + 𝑡21)

) 𝜆�̂�(0)𝒵0(𝑥3) + (
𝜆𝑟1𝑟2

𝑡22(𝑡22 + 𝑡21)
) 𝜇𝑖𝜉′ ∙ �̂�′(𝟎)𝒵0(𝑥3) 

−
1

𝑟2−𝑟1
∑ (−1)𝑙2
𝑙=1

𝑟𝑙

𝑡2𝑙
𝜆�̂�(0)𝑒−𝑡1𝑥3 −

𝜆𝜇𝑟1𝑟2
(𝑡22+𝑡21)𝑡21𝑡22

𝑖𝜉′ ∙ �̂�′(𝟎)𝑒−𝑡1𝑥3  

 

(63) 

Kemudian, untuk memperoleh solusi operator 𝜌 substitusi persamaan (63) ke persamaan (20) 

terlebih dahulu sebagai berikut, 
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�̂� = (
𝑟2

𝑡22(𝑡22+𝑡21)
)𝜆�̂�(0)𝒵0(𝑥3) − 𝜇𝑟1𝑟2∑ (

𝑖𝜉𝑘

𝑡22(𝑡22+𝑡21)
) ℎ̂𝑘(0)𝒵0(𝑥3)

2
𝑘=1   

+
1

𝑟2−𝑟1
∑ (−1)𝑙2
𝑙=1

𝑟𝑙

𝑡2𝑙
�̂�(0)𝑒−𝑡1𝑥3 +

𝜇𝑟1𝑟2∑
𝑖𝜉𝑘

(𝑡22+𝑡21)𝑡21𝑡22
ℎ̂𝑘(0)𝑒

−𝑡1𝑥32
𝑘=1   

(64) 

berikutnya, dilakukan invers tranformasi fourier parsial terhadap persamaan (60),(61), dan (64) 

untuk memperoleh operator solusi 𝜌 dan 𝐤 sebagai berikut, 

𝑘𝑗 = −ℱ(𝜉1,𝜉2)
−1 [

ℎ̂𝑗(0)

𝓌𝜆
(𝜉1, 𝜉2, 0)𝑒

−𝓌𝜆𝑥3] (𝑥1𝑥2) +  

1

𝑟2−𝑟1
∑ (−1)𝑙ℱ(𝜉1,𝜉2)

−1 [
𝑖𝜉𝑗(𝑡2𝑙−𝓌𝜆)

𝓌𝜆𝑡2𝑙
�̂�(0)(𝜉1, 𝜉2, 0)𝑒

−𝓌𝜆𝑥3] (𝑥1𝑥2)
2
𝑙=1   

+
𝜇𝑟2𝑟1
(𝑟2−𝑟1)

∑ ∑ (−1)𝑙2
𝑙=1 (

𝑟𝑙−𝜇
−1

𝑟𝑙
)ℱ(𝜉1,𝜉2)

−12
𝑘=1 [

𝜉𝑗𝜉𝑘

𝑡1𝓌𝜆(𝑡1+𝓌𝜆)
ℎ̂𝑘(0)(𝜉1, 𝜉2, 0)𝑒

−𝓌𝜆𝑥3] (𝑥1𝑥2)  

−∑ (−1)𝑙ℱ(𝜉1,𝜉2)
−1 [

𝑖𝜉𝑗𝜆

𝑡2𝑙(𝑡22+𝑡21)
�̂�(0)(𝜉1, 𝜉2, 0)𝒵𝑙(𝑥3)] (𝑥1𝑥2)

2
𝑙=1   

−𝑟1𝑟2𝜇∑ ∑ (−1)𝑙
1

𝑟𝑙
ℱ(𝜉1,𝜉2)
−1 [

𝜉𝑗𝜉𝑘

𝑡2𝑙(𝑡22+𝑡21)
ℎ̂𝑘(0)𝒵𝑙(𝑥3)] (𝑥1𝑥2)

2
𝑙=1

2
𝑘=1   

 

𝑘𝑗 =: ℬ𝑗
2(𝜆)𝒢𝜆𝐆 (65) 

𝑘3 = ∑ (−1)𝑙ℱ(𝜉1,𝜉2)
−1 [

𝜆

(𝑡22+𝑡21)
�̂�(0)𝒵𝑙(𝑥3)] (𝑥1𝑥2)

2
𝑙=1   

−𝑟1𝑟2𝜇∑ (−1)𝑙
1

𝑟1

2
𝑙=1 ℱ(𝜉1,𝜉2)

−1 [
𝑖𝜉′∙�̂�(0)

(𝑡22+𝑡21)
𝒵𝑙(𝑥3)] (𝑥1𝑥2)  

 

𝑘3 =: ℬ3
2(𝜆)𝒢𝜆 (66) 

sehingga operator solusi 𝐤 dapat ditulis sebagai  

𝐤 =:ℬ2(𝜆)𝒢𝜆𝐆. 

Kemudian, diperoleh operator solusi 𝜌 sebagai berikut 

(67) 

𝜌 = 𝑟2ℱ(𝜉1,𝜉2)
−1 [

𝜆

𝑡22(𝑡22+𝑡21)
�̂�(0)𝒵0(𝑥3)] (𝑥1𝑥2)  

−𝜇𝑟1𝑟2∑ ℱ(𝜉1,𝜉2)
−1 [

𝑖𝜉𝑘

𝑡22(𝑡22+𝑡21)
ℎ̂𝑘(0)𝒵0(𝑥3)] (𝑥1𝑥2)

2
𝑘=1   

+
1

𝑟2−𝑟1
∑ (−1)𝑙2
𝑙=1 𝑟𝑙ℱ(𝜉1,𝜉2)

−1 [
1

𝑡2𝑙
�̂�(0)𝑒−𝑡1𝑥3] (𝑥1𝑥2) +

𝜇𝑟1𝑟2∑ ℱ(𝜉1,𝜉2)
−1 [

𝑖𝜉𝑘
(𝑡22+𝑡21)𝑡21𝑡22

ℎ̂𝑘(0)𝑒
−𝑡1𝑥3] (𝑥1𝑥2)

2
𝑘=1   

 

𝜌 ≔  𝒜2(𝜆)𝒢𝜆𝐆 (68) 

Dengan demikian, Teorema 3 terbukti bahwa terdapat operator solusi (67) dan (68) dari sistem 

persamaan (10) di 𝐑+
3 . 

Langkah selanjutnya dalam membuktikan Teorema 2 adalah dengan melakukan 

penjumlahan operator solusi dari sistem persamaan homogen (10), yakni (67) dan (68) dengan 

operator solusi di 𝐑+
3  yang sudah diketahui dari hasil pendekatan solusi di 𝐑3 sebagai berikut 
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𝜌 = 𝐻 + �̃� 

 = 𝒜0(𝜆)ℱ𝜆𝐅
1 +𝒜2(𝜆)𝒢𝜆𝐆 

 = 𝒜1(𝜆)ℱ𝜆𝐅
2 

selanjutnya, misalkan 𝐮 = 𝐤 + ℎ𝐧 dengan 𝐤 = 𝐊 + �̃�, maka 𝐮 dapat ditulis sebagai berikut 

𝐮 = 𝐤 + ℎ𝐧 

 = ℬ0(𝜆)ℱ𝜆𝐅
1 + ℬ2(𝜆)𝒢𝜆𝐆 

 = ℬ1(𝜆)ℱ𝜆𝐅
2). 

Dengan demikian, diperoleh operator solusi dari sistem persamaan resolvent  (1) dengan syarat 

batas slip  di 𝐑+
3  untuk kasus koefisien 𝜂 = (

𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
< 0 dan 𝜂 = (

𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
> 0, 𝜅 ≠ 𝜇𝑣 

yaitu,  

(𝜌, 𝐮) = (𝒜1(𝜆)ℱ𝜆𝐅
2, ℬ1(𝜆)ℱ𝜆𝐅

2)). 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa Teorema 2 terbukti. 

Simpulan dan Saran 

Pada penelitian ini dapat dibuktikan eksistensi operator solusi model Navier Stokes Korteweg 

dengan syarat batas slip di 𝐑+
3  pada kasus koefisien (

𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
< 0 dan (

𝜇+𝑣

2𝜅
)
2

−
1

𝜅
> 0, 𝜅 ≠

𝜇𝑣 , yakni dengan menggunakan pendekatan solusi ketika di 𝐑3, kemudian dilakukan reduksi 

pada sistem persamaan resolvent yang tak homogen agar diperoleh sistem persamaan yang 

homogen di 𝐑+
3 , dan selanjutnya menyelesaikan sistem persamaan homogen tersebut di 𝐑+

3  

menggunakan transformasi Fourier parsial. Pada kedua kasus ini, karena diperoleh akar akar 

karakteristik yang sama, maka dapat diselesaikan secara sekaligus sehingga diperoleh operator 

solusi (𝜌, 𝐮) = (𝒜1(𝜆)ℱ𝜆𝐅
2, ℬ1(𝜆)ℱ𝜆𝐅

2)). Pada penelitian selanjutnya, diharapkan mampu 

mengestimasi operator solusi (ℛ-bounded) pada kasus yang sama di bent half-space (Ω+). 
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