Majamath: Jurnal Matematika dan Pendidikan Matematika | Volume 3 Nomor 2 September 2020
e-ISSN 2614-4204 dan p-ISSN 2615-465X

APROKSIMASI SOLUSI PERSAMAAN DIFERENSIAL OSILATOR FRAKSIONAL
MENGGUNAKAN METODE ANALISIS HOMOTOPI LAPLACE

Nirbhaya Salsabilal, Endang Rusyaman?, Eddy Djauhari®
123Universitas Padjadjaran, JI. Raya Bandung Sumedang KM 21, Sumedang
nirbhaya16001@mail.unpad.ac.id

Abstrak

Persamaan diferensial fraksional telah menarik banyak ahli untuk meneliti lebih dalam karena
sangat membantu dalam pemodelan berbagai masalah, seperti persamaan diferensial osilator
fraksional. Telah banyak metode yang digunakan untuk menyelesaikan masalah tersebut,
diantaranya Metode Analisis Homotopi Laplace yang merupakan gabungan dari
Transformasi Laplace dan Metode Analisis Homotopi. Penulis menggunakan metode ini
untuk mencari solusi persamaan diferensial osilator fraksional nonlinier sehingga diperoleh
bahwa saat barisan orde dari persamaan diferensial osilator fraksional konvergen ke suatu
bilangan maka barisan fungsi solusinya konvergen ke fungsi solusi dengan orde bilangan
tersebut, serta metode yang digunakan memiliki tingkat akurasi yang sangat baik.

Kata Kunci: Persamaan Diferensial Osilator Fraksional; Metode Analisis Homotopi
Laplace; Kekonvergenan

Abstract

Fractional differential equation has attracted many experts to research more deeply because
it is very helpful in modeling various problems, such as fractional oscillator differential
equations. There have been many methods used to solve this problem, including the Laplace
Homotopy Analysis Method which is a combination of the Laplace Transform and the
Homotopy Analysis Method. The author uses this method to find solutions to nonlinear
fractional oscillator differential equations so that when the order sequence of the fractional
oscillator differential equation converges to a number, then the sequence of the solution
function converges to the solution function where the order is the number itself, and the
method used has a level very good accuracy.

Keywords: Fractional Oscillator Differential Equations; Laplace Homotopy Analysis
Method; Convergence

Pendahuluan

Perkembangan zaman dan teknologi yang begitu pesat tak bisa lepas dari ilmu
pengetahuan. Telah banyak ilmuwan yang melakukan penelitian di berbagai bidang sehingga
menghasilkan penemuan baru yang dapat mempermudah kehidupan manusia sehari-hari. Salah
satu bidang ilmu pengetahuan yang memiliki peran paling penting dalam kehidupan adalah
matematika, induk dari bidang ilmu pengetahuan. Matematika dapat diterapkan untuk membantu
memecahkan masalah yang ada di bidang ilmu lain. Terdapat beberapa cabang yang dipelajari

dalam bidang matematika, yaitu kalkulus, aljabar, geometri, dan lainnya.
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Kalkulus dapat dibagi menjadi beberapa cabang, salah satunya persamaan diferensial.
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat fungsi yang tak diketahui, diferensial
biasa atau derivatif (turunan) biasa dari satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih
variabel bebas. Persamaan diferensial umumnya memiliki orde yang berbentuk bilangan asli,
namun ilmu pengetahuan yang terus berkembang menghasilkan variasi baru dalam persamaan
diferensial, yaitu orde berbentuk pecahan atau disebut persamaan diferensial fraksional.

Persamaan diferensial fraksional telah menarik perhatian para ahli matematika untuk
diteliti lebih lanjut karena berhasil memecahkan berbagai masalah dalam berbagai bidang.
Permasalahan kompleks dalam ilmu sains dan teknologi dapat diselesaikan dengan menerapkan
persamaan diferensial fraksional diantaranya viskoelastisitas (Rusyaman, Chaerani, &
Parmikanti, 2017), mekanika, teknik, gelombang, dan sebagainya (Mainardi, 1997).

Persamaan diferensial fraksional juga dapat memodelkan permasalahan lain seperti
persamaan osilator. Persamaan diferensial osilator fraksional telah berhasil diselesaikan
menggunakan beberapa metode diantaranya metode dekomposisi (Ibrahim & Momani, 2007),
Rayleigh-Ritz Method (Blaszczyk, 2009), metode transformasi diferensial (Al-Rabtah, Erturk,
& Momani, 2010), Metode Analisis Homotopi Laplace (Zurigat, 2011), dan Metode Pertubasi
Homotopi (Yildirim & Momani, 2012).

Dalam penelitian ini, akan digunakan Metode Analisis Homotopi Laplace (Zurigat, 2011)
untuk menyelesaikan persamaan diferensial osilator fraksional linear dan nonlinear. Pada skripsi
ini penulis akan menyelesaikan persamaan diferensial fraksional berbentuk nonlinear dengan
menerapkan Metode Analisis Homotopi Laplace pada persamaan diferensial silator fraksional
(Barari, Omidvar, Ghotbi, & Ganji, 2008). Selanjutnya dilakukan analisis kekonvergenan barisan
fungsi solusi dan mencari tingkat akurasi solusi pendekatan terhadap solusi eksak persamaan

diferensial osilator fraksional dengan menggunakan Mean Absolute Percentage Error (MAPE).

Metode Penelitian

Metode Analisis Homotopi telah memberikan solusi pendekatan analitik yang diterapkan pada
berbagai masalah nonlinear. Pada penelitian ini akan disajikan modifikasi Metode Analisis Homotopi
dengan menggunakan transformasi Laplace atau disebut Metode Analisis Homotopi Laplace.

Diberikan sebuah persamaan diferensial fraksional berikut

D& u(t) — g(t,u(t),u’(t)) =0, t=20,1<ac<s?2 @
dengan kondisi awal
u(0) =a, u'(0)=0n.
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Langkah pertama adalah menentukan operator linear tambahan L yaitu
Ll¢(t; q)] = DI ¢(t; q)

dimana ¢ (t; q) adalah fungsi yang tidak diketahui dari variabel bebas t dan g. Selain itu, ditentukan pula
operator linear N berikut

N[u(t)] = D u(t) — g(t,u(t),u’(t)) = 0.
Dengan menerapkan transformasi Laplace pada  persamaan (@) diperoleh
L[Df u(t) — g(t,u(t),u’(t))] =0.
s%i(s) — s ta—s*2b — L[g(t,u(®),v' ()] = 0.

b 1
i(s) — % —2 S—aL[g(t, u(t), u’(t))] = 0.
dimana L[u(t)] = @(s). 3]

Berdasarkan Metode Analisis Homotopi, persamaan deformasi orde ke-nol dinyatakan sebagai

(1= q@Ll¢p(x;q) —ug(x)] = qhH(x)N[(x; @)].

Dari persamaan (2), dapat dibentuk persamaan deformasi orde ke-nol dari persamaan (1) yaitu

g ~ ~ a b
(1= LG @) — 1] = ah{B(ss0) — S - +
1 d
+s_“L [9 (t,(l)(t; Q),E(l)(t; q))]} 3

dimana q € [0,1] adalah parameter homotopi, h # 0 adalah parameter tambahan, #,(s) merupakan
tebakan awal dari @ (s) dan ¢ (s; ) merupakan fungsi yang tak diketahui.

Kemudian dengan menyubstitusi ¢ = 0 pada persamaan (3) maka diperoleh ¢ (s; 0) = iiy(s),
sedangkan untuk g = 1 diperoleh ¢(s; 1) = ii(s). Karenag € [0,1] maka q terus meningkat dari 0 ke
1 sehingga dapat dinyatakan bahwa ¢(s; q) bervariasi dari fiy(s) ke i(s). Selanjutnya dengan

menggunakan ekspansi deret Taylor pada ¢ (s; q) terhadap q di sekitar g = 0 didapat
(Z)"(s; q) q_";"(s;q) q’gm(s;q)
q

5(s: q) = ii 2 34 ...
psa) =) +—F—aq+——a"+—5—a+ oo
o 1 0™$(s;q)
= 1iy(s) + E ——q™ .
0 m:lm! aqm q=0
Dengan memisalkan
10mp(s;q) .
i =177 4
U (5) m!  oq™ q=0 @

maka didapat
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)

B D) = W)+ ) ()™
m=1 q=0

Selanjutnya 1i,, (s) dapat diperoleh dengan menurunkan persamaan (3) terhadap g sebanyak m kali

kemudian menyubstitusikan g = 0 dan h = —1 ke persamaan (3). Setelah itu, persamaan dibagi dengan

m! sehingga diperoleh

1 0™@(s; q) 1 0™ P(sq) 1 0™ ¢(s;q) N 1 1
m! dq™ (m—-1D! dgm!t ~ (m-1)! odqm? s (m—1)!
om-t d
r= Lig(te¢tia) ot a) v (6)
Dengan menggunakan persamaan (4), maka persamaan (6) dapat ditulis sebagai
iy (s) = XmUm—1) (s) — a(m—l)(s) +
1 1 om-1 d
+ {L g (m(t; 0,59 q))]} @

s_“(m — 1D!ogm1 q=0

Didefinisikan vektor
T (5) = {1 (5), Ty (5), Tz (), v T () -

Dari persamaan (7), diperoleh persamaan deformasi orde ke-m, yaitu

i (5) = Xmfim-1)(5) = R (Tm1(5) )

dimana
. 1 1
Ry, (ﬂm—1(5)) = lgm-1)(s) — pr (m :
om-1 d a b
= {L g (t, ORI q)m q) -(3+5)a-mm
dan

_{O, m<1
Im=11, m>1"

Selanjutnya dengan menentukan invers transformasi Laplace dari i,, (s) diperoleh solusi dari

persamaan diferensial fraksional adalah

o)

u(t) = Z U (t).

m=0
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Hasil dan Pembahasan

Persamaan diferensial yang digunakan pada penelitian adalah persamaan diferensial
osilator fraksional nonlinear dengan bentuk berikut

Du(t) + f(¢t,u(t), D,u(t)) =0

dengan1 < a < 2, kondisiawal u(0) = a, D,u(0) = b dimanat adalah waktu, u adalah perpindahan
suatu benda, a dan b adalah nilai kondisi awal.

Metode Analisis Homotopi Laplace akan digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial
osilator fraksional berikut

DEu(t) — u(t) +u?(®) + (W' (@®) = 1=0 )

dimana 1 < a <2 dengan kondisi awal u(0) =2 dan u'(0) =0, memiliki solusi eksak
u(t) =1+ cos(t) untuk nilai @ = 2.

Langkah pertama adalah menentukan bentuk transformasi Laplace dari persamaan maka diperoleh

ii(s) - % + Sia (~a(s) + £l @) + £[(w ()] - %) = 0.

Kemudian dapat ditentukan bentuk persamaan deformasi orde ke-nol yaitu

~ ~ 2 1 ~
(1= D[$(si @) ~ W ()] = ah{B(si ) — <+ (-6 (si @) + LIB* e ] +

L-d IRV
+ E(p(th) _;

Selanjutnya i, (s) dapat diperoleh dengan menurunkan persamaan deformasi orde ke-nol terhadap q

sebanyak m kali kemudian menyubstitusikan g = 0 dan h = —1 ke persamaan. Setelah itu, persamaan

dibagi dengan m! sehingga diperoleh
U (5) = XmTigm-1)(5) = Ron (T (5) )

dimana

_ 2 1
Ry, (ﬁm—1(5)) =3 (1= xm) + tgn-1)(s) — S—aﬁ(m—n(s) +

1 m-—1 1 m—1
L] D u© O+ £ D WO wma (O] +
i=0 i=0
1
- S“+1 (1 - Xm)

dan

_{O, m<1
Am = 1, m>1"
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Dengan demikikian, solusi persamaan diferensial osilator fraksional adalah
u(t) = up(t) +ug (t) + ux(t) + uz(t) + ug(t) + -
te 3 t2¢ 9 ¢3¢ F'2a + 1)t3«
“T@+D T@a+D TGa+tD (Fa+ 1)’TGa + 1)
a’T(Ra — 1)t3%2 27t 3ra + 1)t*®
(e + 1)’ TGBa—1) oM (T(a + 1) T (4a)

N 6I'(Ba + 1)t** N 3a?T(2a — 1)t**2
['(a+ DIQ2a+ 1I'(4a) (T(a + 1))2I‘(4a ~1)
12a?T'(3a — 1)t*e~2 ' )

F(a + DI 2a + DNr(4a — 1)
Selanjutnya akan ditunjukkan kekonvergenan barisan fungsi solusi persamaan diferensial osilator

2n

fraksional orde (a,) dimana (a,) konvergen ke a = 2 dengan memilih barisan (a,) = (ﬁ)

Misalkan g,, (t) barisan fungsi solusi persamaan diferensial osilator fraksional orde («,,) maka diperoleh

ik ee e w@e

g2(t) =2 = _ _ NCILEIN
() () re (r(g))zr(s) 9(r(§))zr(3) r(¥)

( ) N 6r(5)¢*() . 16r(§)t1?° ) 64T (3)E2 .
O OO 30r®) T OrE)

gs(t) =2~ c +3t3— 9t _ rae _ IrQ)t: L 27 ey

"0 G @) ) @)@
ww o G e, )
(Z)Z re T (g) r(4)re)  4r (g) r (g) L(4)r(5)

3

+ -

JRCTPETL S O AL« L
') 1@ r@ ( (£ )) (25_9) ( (= )) r(2) (@)
3r(2)es or (2) s 1921 ()¢5 rear (12) ¢

e T O ® w@ O OO
t2 3t* 9 r() 4 27

; —9_ _ 6 _ 6 _ 4 8
Tlll—{rologn(t) =2 re) * r¢é) r) ‘ (p(g))zp(37) re)r) e F(B)t ¥
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3r(s) 6r(n 60

re)Yre TAIGI® | Term

=g(t).

Grafik barisan fungsi solusi persamaan diferensial osilator fraksional orde (a,,) = (%) untuk0 <t <

6 1 ...

1 dapat dilihat pada gambar di bawah ini
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Gambar 1. Grafik Barisan Fungsi Solusi Persamaan Diferensial Osilator Fraksional Orde («,,) = (ﬁ)

Berdasarkan grafik pada gambar 4.1 dapat dilihat bahwa pada 0 < t < 1, barisan fungsi solusi dari

persamaan diferensial osilator fraksional yang telah diurutkan berdasarkan besarnya «, Yyaitu
Dfu(t) —u(t) + u?(t) + (u’(t))2 — 1 = 0 akan konvergen ke fungsi solusi persamaan diferensial

osilator, yaitu D2u(t) — u(t) + u?(t) + (u’(t))2 — 1 = 0. Dengan demikian, jika («;,,) konvergen
ke a, maka barisan fungsi solusi persamaan diferensial osilator fraksional berorde («,) juga akan
konvergen ke fungsi solusi persamaan diferensial osilator orde «.

Diketahui persamaan diferensial osilator fraksional (8) dengan orde 1 < a < 2, kondisi awal
u(0) = 2 dan u'(0) = 0, memiliki solusi eksak u(t) = 1 + cos(t) untuk nilai « = 2, dan solusi
pendekatan (9). Berikut adalah grafik solusi eksak dan solusi pendekatan persamaan diferensial osilator

fraksionalorde o« =2pada0 <t <1
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Gambar 2. Grafik Solusi Pendekatan dan Solusi Eksak Persamaan Diferensial Osilator Fraksional Orde o = 2,0 < t < 1.

Dari gambar 2 terlihat ada penyimpangan antara solusi pendekatan dan solusi eksak untuk orde o = 2.
Selanjutnya dapat dicari nilai Absolute Percentage Error (APE) untuk melihat akurasi dari solusi

pendekatan terhadap solusi eksak untuk o = 2.

Tabel 1. Tabel APE solusi pendekatan terhadap solusi eksak persamaan diferensial osilator

t Solusi pendekatan (F,) Solusi eksak (4,) APE
0,1 1,995004188 1,995004165 0,000001152879799%
0,2 1,980068069 1,980066578 0,00007530049830%
0,3 1,955354445 1,955336489 0,0009183074167%
0,4 1,921169554 1,921060994 0,005651043894%
0,5 1,878034319 1,877582562 0,02406056645%
0,6 1,826821897 1,825335615 0,08142513562%
0,7 1,768999331 1,764842187 0,2355532994%
0,8 1,707021897 1,6969706709 0,6079535105%
0,9 1,644939559 1,621609968 1,438668451%
1,0 1,589285714 1,540302306 3,180116514%
N
MAPE = 100%2 14 = Fil 0,5574423282%
10 L A

Dapat dilihat pada tabel 1 diperoleh galat dari hasil perhitungan menggunakan MAPE antara solusi
pendekatan dan solusi eksak untuk « = 2 pada0 < t < 1 adalah 0,5574423282%. Dengan demikian
dapat disimpulkan bahwa solusi pendekatan persamaan diferensial osilator fraksional menggunakan
Metode Analisis Homotopi Laplace dengan melakukan iterasi sebanyak empat kali dapat dikategorikan

sangat baik pada 0 < t < 1.
Simpulan dan Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa persamaan

diferensial osilator fraksional dapat dicari solusinya secara numerik dengan menggunakan
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Metode Analisis Homotopi Laplace. Setelah melakukan analisis kekonvergenan, diperoleh jika
(a,) konvergen ke a, maka barisan fungsi solusi persamaan diferensial osilator fraksional
berorde a, akan konvergen ke fungsi solusi persamaan diferensial osilator fraksional orde a.
Tingkat akurasi solusi pendekatan persamaan diferensial osilator fraksional terhadap solusi
eksak untuk orde a =2 termasuk ke dalam kategori sangat baik dengan perhitungan
menggunakan MAPE memiliki nilai MAPE sebesar 0,5574423282%.

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan penulis memiliki beberapa saran, yaitu
mencari solusi persamaan diferensial osilator fraksional dengan f(¢t,u(t), D,u(t)) bentuk lain
seperti fungsi eksponensial, fungsi logaritma, fungsi trigonometri, dan lain-lain. Selain itu, dapat pula
dicari solusinya menggunakan metode lain sehingga dapat dibandingkan kekonvergenan dan tingkat

akurasinya.
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